Matematika
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Bevezeto
Az égben Isten vezet egy Nagy Konyvet,
amelyben minden matematikai probléma elegans megoldasa megtalalhato. (Erdos Pal)

Husz éve tanitok matematikat, s minden évben vezettem egy vagy tobb tehetséggondozo
szakkort. Ebbéli tapasztalataimon alapul ez a kozépiskolai matematikai tehetséggondozast
segitd anyag. A tehetségnek sokféle definicioja van. Kiket tarthatunk tehetségesnek, mely
didkokkal érdemes tehetséggondozas keretein beliil foglalkozni? T6ébbféle szempontot is
megjelolnék. Tehetségesnek tartom azokat a didkokat, akiknek egy-egy csoportban
kevesebb magyarazat is sziikséges ahhoz, hogy eredményesek legyenek; tehetségesek
azok, akik teljesen 6nallo tanulasra képesek matematikabol, illetve azok, akik erés pozitiv
attitidot mutatatnak a matematika irant (tananyagon tulmutatéan kérdeznek, anyagrészek
kapcsolatait vagy hasznalhatésagat firtatjak). Nem mindig a legjobb teljesitménytiekkel
érdemes foglalkozni, sokkal inkabb azokkal, akik szivesen foglalkoznak a tananyagon tali
részekkel tanoran kiviil, a szabadidejiikben is. A matematikai tehetséggondozasban igen jol
hasznalhaté Pdlya Gyorgy problémamegoldasra vonatkozo elmélete. Ezt megfeleléen
leegyszerlisitve azt mondhatjuk, négy 1épcsd visz a matematikai problémak, feladatok
teljes megoldasa felé:

I lépcso: a feladat pontos megértése, a feladatban szerepld fogalmak értelmezése.

1I. lépcso: inditd otlet: specialis esetek vizsgalata, altalanositds, hasonld feladatok

keresése.

1II. Iépcsé: 1ényegi Gtletek, a megoldas terve és megoldas.

1V. lépcso: a megoldas elemzése, a hasznalt 6tlet tovabbvitelének lehetdsége.

A masodik és harmadik Iépcsdben szerepld 1épések ismételgethetdk, ha egy megoldasi terv

nem visz sikerre. Az anyagban szerepld ,bemelegité feladatok” megoldasait ilyen

,»Négylépcsds” alakban kozoltem, igy a tanarok szamara mintat adhat, hogyan célszerti mas

feladatok megoldasanal is ilyen tanari segitséget adni.

Napjainkban a matematika szdmos teriileten kapcsolodik az informatikdhoz. Napjaink

matematikai gondolkoddsa magaba foglalja az informatikai eszk6zok ésszerii hasznalatat.

Nemcsak ezen eszk6zok hasznalatat kell ismerni, hanem be kell tudni épiteni a

matematikai problémamegoldasba, mindemellett ésszertien kell alkalmazni, a heurisztika

segitjeként. Erre tobb helyen is példat ad ez a tehetséggondozo anyag.

Kiket céloz meg ez a tananyag?

o Egyfeldl a tehetséges didkoknak ad lehetdséget, hogy tovabbi ismereteket szerezzenek;
sok uj otletet mutat be; ezzel egyiitt mddszeres €s iranyitott gyakorlast jelenthet a
problémamegoldas terén. A kutatasi feladatok is nekik szolnak.

e Masfeldl olvasmanyos és érdeklodést felkeltd munkalapjaival a matematika irant
érdeklddo diakokat célozza meg, akik feltehetd, hogy egy témakor megismerése utan
akar egy-két hozza kapcsolddo feladat megoldasahoz is kedvet kapnak.

o Harmadikként a tehetséggondozassal foglalkozo kozépiskolai tanarok hasznalhatjak a
munkalapokat, a kapcsolodd feladatokat és a kis kutatasi feladatokat, mint szakkori
segédanyagot. A munkalapok 6nmagukban kerek egészet adnak, de tetszés szerint
bovithetok, mindegyikiik nagyjabdol masfél oras szakkori idore késziilt, oktathatd (és
oktatasban kiprobalt) tananyag.

A matematika annyira komoly szakteriilet,
hogy egyetlen alkalmat sem szabad elmulasztanunk arra, hogy szorakoztatobba tegyiik.
(Blaise Pascal)
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»Bemelegit6” feladatok

1. Meg lehet-e adni hét olyan pozitiv egész szamot, hogy mindegyikiik pontosan harom
masik szammal legyen paronként relativ prim?
2. a) Szerkessz hat pontot, hogy mindegyik pont épp 3 masiktdl legyen 3 cm tavolsagra!
b) Megoldhato-e a feladat hét ponttal is?
3. Oldd meg az egyenletet a pozitiv egész szamok korében:
xt=y*+10736
4. lIgazold, hogy ha x, y és z valos szamok koziil pontosan egyik szam kisebb 1-nél, akkor
fennall a kovetkez6 egyenlétlenség:
X+y+z+xz<l+xy+xz+yz
5. Az ikozaéder olyan 20 lapt test, melynek minden lapja szabalyos haromszdg, s minden
csucsaban 6t szabalyos haromszog talalkozik.
a) Ha véletlenszerlien kivalasztjuk a test két csucsat, mekkora az esélye, hogy az
Oket 6sszeko6tod szakasz a test belsejében halad?
b)) Ha véletlenszerlien kivalasztjuk a test két élét, mekkora az esélye, hogy kozos
valamelyik végpontjuk?
6. Melyik az a masodfoku fiiggvény, melyre f(-3)=-17, f(2)=22 és f(5)=-97?
7. Bontsuk a lehetd legtobb (legalabb els6fokt) polinom szorzatara:
x12 _1 —

8. A mellékelt dbran lathato, négyzetekbdl allé sikidomot vagjuk

szét négy egyenes vagassal ugy, hogy a keletkezd részekbol

egyetlen négyzetet lehessen osszeallitani!

9. Két kor kozéppontja az O1(3; 3) és az O,(—5; -1) pont. A kordk
metszéspontjainak egyike az x, a masik az y tengelyen van.

a) Szerkessziik meg a koordinata-rendszert, a két pontot és a koroket!
b) lrjuk fel a két kor egyenletét!

10. Egy 25 cm magassagu, szabalyos négyoldalu gula alaku edény teljesen zart, benne
folyadék van. Ha a talpara allitjuk, akkor x cm magassagban, ha a cstcsara allitjuk,
akkor y cm magassagban all benne a folyadék. Igazolja, hogy x és y szamok koziil
legalabb az egyik irracionalis!

e A megoldashoz hasznalhaté a Wiles-Fermat tétel: Ha n>3 és a, b, ¢, n pozitiv
egészek, akkor soha nem teljesiilhet az a”" +b" =c¢" egyenldség. (Pierre de
Fermat-nak ezt a XVII. szazadban megfogalmazott tételét 1993-ban igazolta
Andrew Wiles.)
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Poliéderek, szabalyos és féligszabalyos testek

Ezen a munkalapon poliéderekrol lesz szo, azaz olyan testekrdl, amelyeket sokszoglapok
hatarolnak. A sokszogeket a test lapjainak, csucsaikat a test csucsainak, oldalaikat pedig a
test éleinek nevezziik.

Minden poliédercsucsban legalabb harom sokszog cstcsa talalkozik, s a poliéder minden
éle két-két sokszog kozos oldala.

M11. Létezhet-e olyan poliéder, amelyet tizenhét haromszoglap hatarol?

M12. Egy kisvallalkozo szabalyos négyoldalu
gila alaku ajandéktargyakat készit, s hat
kiilonbo6z6 szinii festéket vesz, hogy a gilakat
befesse. Hany Kiilonb6zo szinezésit gulat
készithet, ha minden oldalt egysziniire fest, és
az élben szomszédos lapokat eltéré sziniire
festi? Két szinezést azonosnak tekint, ha
egyikb6l a masik megkaphaté elforgatas,
mozgatas  segitségével. (A szabalyos
négyoldala gula olyan poliéder, melynek
egyik lapja négyzet, a tobbi négy éle pedig egyenlé.)

M13. Igazoljuk, hogy egy konvex poliédercsicsnal talalkozo szogek dsszege 360°-nal
kisebb!

A konvex poliéderekre igaz Euler tétele:

Lapok szama + Csticsok szama = Elek szima + 2

Roviden: L+C=E+2 . Ez példaul a kocka esetében a 6+8=12+2 igaz egyenlSséget adja.
Egy poliédert akkor neveziink szabdlyos testnek, ha lapjai egybevagd szabalyos
sokszogek, s barmelyik két cstcsanal "ugyanolyan fajta" szégek keletkeznek (létezik
barmelyik csucsot a beldle induld félegyenesekkel egyiitt barmelyik masik csucsba vivo
térbeli egybevagosag). Vizsgaljuk meg, ezek milyen testek lehetnek! Legalabb harom
szabalyos sokszognek kell talalkoznia egy csucsban, s az egy csucsban talalkozd szogek
Osszegének az M13 kérdés alapjan 360°-nal kisebbnek kell lenni. Ezzel lesziikiilnek a
lehet6ségek:

e A szabalyos haromszég minden szoge 60°, ezért ha egybevagd szabalyos
haromszogekbdl készitiink szabalyos testet, a test egy csiicsaban harom, négy vagy
6t lap talalkozhat. (Hat darab mar M13-nak ellentmond!)

e A négyzet minden szoge 90°, ezért a test egy cstcsaban csak harom négyzet
talalkozhat. (Négy darab mar M13-nak ellentmond!)
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o A szabalyos 6tszog minden szoge 108°, ezért a test egy csucsaban csak harom ilyen
talalkozhat. (Négy darab mar M13-nak ellentmond!)

o Az 6tnél tobb oldalu szabalyos sokszdg minden szdge legalabb 120°, ezért a test
egy csucsaban M13 miatt még harom sem talalkozhat, kettd esetén pedig nem
poliédert kapunk.

A lehetséges esetek tehat:

Hany oldalu szabélyos sokszog | Egy csucsban hany sokszog talalkozik
3 3
3 4
3 5
4 3
5 3

Nézziik az els6 esetet! Jelolje x a lapok szamat! Ekkor az x darab haromszoglap csticsainak
szdma 3x, de egy csucsban harom lap taldlkozik, ezért ezt harommal osztani kell, igy
kapjuk a poliéder csucsai szamat: x. Az x darab haromszoglapnak 3x darab oldala van, a

poliéderben két-két haromszogoldal talalkozik egy élben, igy a poliéder éleinek szama 37)6

Az Euler-tételbe a kapott képleteket beirva a kovetkez6 egyenletet kapjuk: x +x = 3% +2

Ennek megoldasa x=4. Tehat megkaptuk, hogy ha létezik a fenti tablazat elsé soranak
megfeleld test, akkor annak négy lapja kell, hogy legyen. A fenti okoskodasbol adddo
képletek szerint a csticsok szama is 4, az ¢éleké pedig 6.
Ilyen test valoban Iétezik, a neve szabalyos tetraéder.

M14: Szamitsuk ki a fenti médon, hogy a tablazat tobbi soraban levé esetek hany
lapi, hany éli és hany csicsi testeket adnak!
Az alabbi eredmények jonnek ki, mindegyik kapott test 1étezik:

Hany oldalt | Egy  cstcsban | Lapok | Cstcsok | Elek | Név

szabalyos sokszog | hany taldlkozik | szdma szdma szama

3 3 4 4 6 szabalyos tetraéder
3 4 8 6 12 oktaéder

3 5 20 12 30 ikozaéder

4 3 6 8 12 kocka (hexaéder)

5 3 12 20 30 dodekaéder

E testeket platoni testeknek is szoktak nevezni.

M15a gyiijtomunka: Keresd meg az elnevezés eredetét, gyiijts torténeti anyagot, mit
jelképeztek régen e testek!
E testek sok érdekes tulajdonsaggal rendelkeznek. Egyik ilyen tulajdonsaguk a dualitas.

M15b gyiijtomunka: Mit jelent e testek esetében a dualitis? Mely testek dualisai
egymasnak?
Igen érdekes e testek térbeli szimmetriait vizsgalni.

Mé6: Hany olyan térbeli egybevagosagi transzformacié van, mely egy dodekaédert

onmagaba visz? Ezek kozt hany sikra vonatkozo tiikrézés van?
Ehhez a témarészhez kapcsolédik az 5. bemelegit6 feladat is.
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Ujabb testeket kaphatunk, ha megengedjiik, hogy a lapjaik legaldbb kétféle szabélyos
sokszog koziil keriiljenek ki, melyeknek oldalai ugyanakkordk, de a poliéder cstcsaira
vonatkozd megkotést meghagyjuk. Ezeket a testeket féligszabalyos testecknek vagy
arkhimédeszi testeknek nevezziik. (Kivétel: prizmakra és antiprizmakra nem hasznaljak e
kifejezést, pedig a fenti definicid igaz rajuk.) (Nevezik még a most definialt testek dudlisait
is féligszabalyos testeknek — ezek bemutatasa itt nem célom.)

M17a gyiijtomuka: Keresd meg az elnevezés eredetét, gyiijts torténeti anyagot e
testekrol!

M17b gyiijtomunka: Milyen poliédereket neveznek prizmaknak és antiprizmaknak?
Mi a Schifli-szimboélum?

Szeretnénk egy olyan féligszabalyos testet késziteni, melynek minden csucsaban két
szabalyos hatszog és egy négyzet talalkozik. Szamitsuk ki, hogy létezik-e ilyen test, s ha
igen, hany négyzet és hany hatszog kell hozza!

Jelolje x a sziikséges négyzetek, y a hatszogek szamat! A lapok szama x+y. A
poliédercsuicsokat Osszeszamolhatjuk gy, hogy a négyzetek Osszes cstcsainak szamat
tekintjlik: 4x-nek, de ugy is, hogy a hatszégek 6sszes csticsainak szamat elosztjuk kettovel,

mert egy poliédercsticsban két hatszogcesucs "olvad Gssze": 67)} =3y
A poliéderélek szama (mivel két-két sokszogoldal felel meg egy poliéderélnek) az dsszes
sokszogoldal szamanak fele: W: 2x+3y. Ezutan felirhatjuk az Euler-tételt és a

csucsok szamara vonatkozo két képletet, igy egy egyenletrendszert kapunk:
(x+y)+(4x): (2x+3y)+2

4x =3y

Az egyenlet megoldasa x=6 és y=8. Tehat ha 1étezhet
ez a test, 6 négyzetbdl és 8 hatszogbol all. A kapott
eredmény csak sziikséges feltétel (Tudjuk, hogy a
feligszabalyos testek korében az Euler-tétellel kapott
sziikséges feltétel elégséges is a létezéshez). Ime a test
neve csonka oktaéder:

M18: Szamoljuk ki az Euler-tétellel, 1étezhet-e olyan féligszabalyos test, melynek egy
csucsaban 4 szabalyos haromszog és 1 négyzet talilkozik? Ha igen, mennyi négyzet-
és mennyi haromszoglapja lehet?

M19: Szamoljuk ki az Euler-tétellel, 1étezhet-e olyan féligszabalyos test, melynek egy
csticsaban 1 négyzet, 1 szabalyos hatszog és 1 szabalyos tizszog talalkozik? Ha igen,
mennyi négyzet- mennyi 6tszog- és mennyi tizszoglapja lehet?

M20: Keresd ki (akar a fiiggvénytablazatbol) a szabalyos testek beirt gombjének
sugarat, a felszinét és a térfogatat! Keress oOsszefiiggést e harom adat kozott,
altalanositsd és igazold a talalt tételt!

Kapcsolddd anyagok, weboldalak:
http://library.thinkquest.org/08aug/00157/
http://www.sulinet.hu/tart/cikk/Se/0/14726/3
http://hu.wikipedia.org/wiki/Szab%C3%A 1lyos_test
http://hu.wikipedia.org/wiki/Arkhim%C3%A9deszi_testek
http://slc.pszk.nyme.hu/file.php/5/munkalap1/arkhim.rtf
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Megoldasok, eredmények

-1
M11: Nem létezhet, mert az élek szama % =25,5 lenne, de ez nem egész.

M12: Feliilnézetben mutatja az abra a testet. Harom alapvetd eset van:
a) 1, 2, 3 és 4 részek négy kiilonbozo szinnel vannak festve. Ez 6*5%4*3 1
eset, melyet 4-gyel osztani kell az elforgatas miatt, azaz 90 eset, az
alaplapot mindegyiknél 2-féleképp festhetjiik, ez 180 eset.

b) Ha 1, 2, 3 és 4 harom kiil6nb6z0 szinnel van festve, akkor a két 3
azonos szin szemben kell, hogy legyen. E két azonos mez6t hatféle

szinnel szinezhetjiik, a masik kett6t 5*4-féleképp, az alaplapot mar csak 3-féleképp
folytathatjuk. Ez 6*5*%4*3=360 eset. Itt elforgatott esetek nem esnek egybe!

c)Ha 1, 2, 3 és 4 mezdkon két szin van, akkor a szemko6zti mezdk azonosak, az elforgatas

[
=

6
miatt a sorrend nem szamit, csak ki kell valasztani a két szint, tehat ( J =15 lehetdség

van. Az alaplap mindig 4-féleképp szinezhetd tovabb, igy 15*4=60 eset lesz.
Ez 180+360+60=600 lehet6ség.

M13: Egy C konvex csucsnal a testet vagjuk el olyan sikkal, amely mindegyik befuté ¢let
elvagja! (Ilyen sikot talalhatunk példaul, ha a harom legrovidebb CA, CB, CD él A, B és C
végpontjain athalado sikot kozelitjiikk a csticshoz.) A vizsgalt C csticsndl levd szogeknek e
sikra es6® merdleges vetiileteinek Osszege 360°, mar csak azt kellene belatni, hogy
mindegyik sz6g vetiilete nagyobb az eredetinél. Legyen a=PCQ egy ilyen szog, p=PC’Q

(_1

T Q P T Q

pedig a vetiilete. PC’C és QC’C derékszogii haromszogek magassagainak kozos talppontja
Legyen C ekkor TC’C egy derékszogii haromszog, melyben TC>TC’. Forgassuk el C-t a
PQ egyenes koriil, mig PCQ haromszog sikjaba keriil. Ekkor T, C’ és C egy egyenesen
lesz, konnyt 1atni, hogy TCP<TC’P és TCQ<TC’Q. Emiatt a<f.

M14: Csak a mintaképp megadott egyenletet kell atirni, megoldani.

M15: http://nepszerukemia.elte.hu/alkimia_Jalsovszky.pdf
http://hu.wikipedia.org/wiki/Szab%C3%A 1lyos_test
http://hu.wikipedia.org/wiki/Szab%C3%A1lyos_test#Dualit.C3.Als a szab.C3.Al
lyos testek k.C3.B6z.C3.B6tt

M16: Egy A csucsot €s harom B, C, D szomszédjat, valamint egy P csticsot és harom Q,
R, S szomszédjat kivalasztjuk. A-hoz rendeljiik P-t, B-hez Q-t, C-hez R-et, D-hez S-et. Ez
egyértelmiien megad egy egybevagdsagi transzformdaciot, mely a dodekaédert 6nmagaba
viszi. Igy csak e hozzarendeléseket kell figyelni. 30 cstcs van, igy egy rogzitett A-hoz 30-
féle P-t valaszthatunk, a B, C és D -hez 3!-féleképp rendelhet6 a Q, R, S pont. Tehat

279



20*6=120 ilyen transzformacio van. A masodik kérdéshez azt figyeljiik, meg, hogy minden
szimmetriasik csak két élet tartalmaz. Minden él pontosan egy szimmetriasikban van
benne, s minden szimmetriasik két élet tartalmaz. Mivel 30 €l van, ezért
30/2=15 ilyen szimmetriasik lesz.

M17: http://samsara-sacraesphaerae.blogspot.com/2009/01/13-arkhimdeszi-test.html
http://hu.wikipedia.org/wiki/Arkhim%C3%A9deszi_testek
http://hu.wiktionary.org/wiki/f%C3%A9lig_szab%C3%Allyos_test

M18: Legyen x db haromszog és y db négyzetlap! A csucsok kétféle dsszeszamolasaval:

%‘ =4y, az Euler-tétellel: 4y +(x+y)= w +2 . Ebbol: x=32, y=6, az abran lathat6 a

test.
M19: Legyen x db négyzet, y db hatszog és z db tizszoglap! A cslicsok
haromféle  Osszeszamoldsaval: 4x=6y =10z, az  Euler-tétellel:
4x+6y+10
Axt(x+y+z)=2TO0VT0Z L Ebbél: x=30, y=20, z=12, az &bran

lathato a test.

M20: http://hu.wikipedia.org/wiki/Szab%C3%Allyos_test

Kossiik 0ssze a beirt gdmb K kdzéppontjat a csucsokkal! Igy olyan gtlakra bontottuk a
testet, amelyek alaplapja az eredeti sokszog egy lapja, a magassaguk pedig a beirt gomb p
sugara. Ezek térfogatainak Osszegzésével adddik, hogy V :143%/), ez minden olyan test

esetén igaz, melynek van beirt (minden lapjat érintd) gombje.
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Excel-matek

Tobbszor eléfordult velem, hogy matematikai jellegii problémam akadt, amelynél nem volt
szilkség a megoldas levezetésére, csak magara a megoldasra. Ilyen esetekben tobbszor
nyultam informatikai eszk6zokhoz. Mas alkalommal csak sokat kellett volna szdmolnom, s
emiatt szorultam a szamitégép segitségére. Az ilyen jellegli problémak esetén jol
hasznalhaté matematikai szoftver a Maple, a GeoGebra vagy a Derive, de ezeket fel kell
tolteni géplinkre, s hasznalatukat meg kell tanulni, hogy hasznukat vehessiik. Néhany
egyszert problémaban a jol ismert tablazatkezel6 — esetiinkben az Excel — is segithet. Errol
lesz sz6 ezen a munkalapon. Aki nem jaratos az Excelben, az is megprobalkozhat a

feladatokkal a segédletek elolvasdsa utan — nem is mindegyikhez kell szamitogép!
'fo Microsoft Excel - fiiggvényelk.xls

@J Eajl Szerkesztés Mézet Besairds  Formatum  Eszkdzdk  Adatok  Ablak  Sdgo

NEHRSSGRIVE X BBR-F9 -0 8= -3k @e~ -a B
Arial -1t - |F b A |E=E=E|3 % a8 |E==| = @»-Avg

A1 - B %

Al 8 | ¢ | o | E | F [ & [ H [ v | o [ w [ L | W [ N [ @
1 | | g h i
S| -6 -1 1.33333 =15 233333

I. Egy alkalommal didkoknak kellett geometriai feladatokat feladnom, s szerettem volna,
ha egy haromszog oldalai egészek és a haromszog teriilete is egész. Az egyszerliség
kedvéért ehhez két olyan derékszogli haromszoget kerestem, melynek oldalai egész
szamok, s az egyik befogojuk egyenl6 és paros.

M21a: Miért oldja meg a gondot két ilyen derékszogii haromszog?

M21b: Vajon minden ,egész oldalu” és egész teriiletii haromszog eléall a keresett
tipusu két derékszogii haromszogbol?

Pitagorasz tételét alkalmazva pozitiv egész megoldasokat kerestem az a’+bh*=c?
egyenletre. E feladat pozitiv egész megoldasait pitagoraszi szamharmasoknak nevezzik.
Ismerem a modszert, ahogyan pitagoraszi szamharmasokat kaphatok: veszek két pozitiv
egészet, melyet m-mel és n-nel jelolok, s Ggy valasztom Oket, hogy m>n teljesiiljon.
Azkétzbefogét a kovetkez6 két képlet adja: a=2mn, tovabba b= m*-n*, az atfogé pedig: c=
m+n

M22a: Igazoljuk, hogy az igy felirt oldalhosszak valéban derékszogii haromszoget
adnak meg!
M22b: Mely m és n értékek esetén lesz a haromszog

oldalhosszainak legnagyobb Kkozos osztoja 1? mn a b oc
M23: Igazoljuk, hogy barmely 2-nél nagyobb pozitiv egész st el a
Szam szerepel befogoként valamelyik pitagoraszi g ; 152 g 12
szamharmasban! . 4 a1 s (1517
Szerettem volna, ha az Excel kiszamol sok pitagoraszi 4 5 45 13 g
szamharmast. 4 324l 7 25
Az els6 két oszlopban szerettem volna a sorban kévetkez6 mésn 5 1 10 24 25
értékeket latni, az utana levo oszlopokban pedig az a, b és ¢ 5§ 2 20 21 29
haromszogoldalakat. Ehhez az m=2 és n=1 esetet beirtam, majd 6t 5 3 30 16 34
megfeleld képletet irtam az alatta levo sorba, aztan ezt a képleteta 5 4 40 5 | 41
101. sorig leméasoltam, igy a képen lathato tablazat keletkezett. B 1 12 35 37

o2l 374N
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M24: Készitsd el az elozd tabliazatot! Az Excel
kovetkez6 részeit hasznild hozza: alapmiiveletek,
relativ hivatkozas, HA fiiggvény! (Ha nem vagy
tisztaban ezek miikodésével, nézd at az Excel-
segitség fajlt!)

M25a: Kerestess az Excellel olyan téglatesteket,
amelyeknek élei Kkiilonb6z6é n-nél kisebb egész
szamok és testatlojuk is egész szam! Legyen n=11
(Lasd az abrat!).

M25b: Hogyan fiigg n-tol a sziikséges sorok szama?

B N R B o e LT RREE Y RN SVRR SR SR S = ol

ST EE
c  Testatld Egesz-e?

137416857 nerm

1| 4 582576 nerr

1| &,09902 hemm

2 53585165 nerm

1| 5477226 nerm

1 5591608 nerm

2 B164414 nerm
1

2

3

1

1

2

1

|

b o p s T AT O O R RO =Y S T 3

G 480741 nerm
B 708204 nerm
7 071063 nermn
G 403124 nerm
B /8233 hem

7 IGEMN
728011 nem

II. Egy masik alkalommal harmadfoki egyenletet
kellett volna megoldanom ko6zépiskolas szinten. Ehhez
tudtam, hogy ha megtalalok egy gyokot, akkor eggyel
alacsonyabb  (techat masod-) foka egyenletre =g A9 T ADTME | s
vezethetem vissza a feladatot. Ennek modszere a polinomosztas, amit alabb bemutatok. Ha
példaul az

X+ 37— 72 x+ 180=0

egyenletrdl feltételezziik, hogy harom egész megoldasa van, akkor azok osztoi kell
legyenek a konstans tagnak.

e

M26: Igazold, hogy ha egy harmadfoku polinom minden egyiitthatéja egész és hairom
egész zérushelye (gyoke) van, akkor a konstans tagnak mindharom gyok osztdja!

A fenti egyenlet esetén konnyen rabukkanhatunk az x=3 gyokre (az Excel segit ebben!). A
polinom felirhatd kell, hogy legyen (x-3)-p(x) alakban, ahol p(x) egy masodfokd polinom.

M27: Igazold, hogy ha egy harmadfoku polinomnak gyoke g, akkor a polinom
felirhato (x-g)-p(x) alakban, ahol ?(x) egy masodfoki polinom!

A feladat tehat az, hogy x’+x'—72x+180=(x—3)p(x) alakba irjuk a polinomot. A
polinomosztias modszere leolvashato a kovetkezd két abrardl, az altalanos iskolai irasbeli
osztast kell utanozni, annyi kiilonbséggel, hogy egy kapott hanyadost mindig vissza kell
szorozni, €s az osztandd megmaradt részébdl le kell vonni. A polinomok esetében a
hanyados-polinom k&vetkezd tagjat mindig az osztanddobol maradt rész és az osztd
legmagasabb fokszamu tagjainak hanyadosa adja:

54765 :24=21281

)

96 {egész) hanyados
-192
45
-24 maradék
11 P
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Ennek mintéjara:

(X +2 =72x+130) s (x—3)= 5 + 4z -0

—(¥-3#)

43 —Tix :
—(4 17 x) hanyados-polinom
—a0 x + 130
— (=60 x + 130)

0 —> maradék

Ezekb8l kovetkezik, hogy — x'+x*—72x+180=(x—3)(x*+4x—60), tehat egy masodfoku
egyenletet kell mar csak megoldani. A végsé gyokok igy: 3, -10 és 6.

M28: Oldd meg az x3+12x2—108x—1120=0 egyenletet a fenti modszerrel!

Bonyolultabb a helyzet, ha csak annyit tudunk, hogy az egyik gyok racionalis — esetleg
tobb gyok nincs is. Legyen példank erre a 21x*+5x*~90x+36=0 egyenlet. Ilyen esetben
nem hasznalhaté az M6 éllitas. Bar ismert olyan allitas, mely szerint a racionalis gyokok
szamlaloja a konstans tagnak, a nevezdje pedig a foegyiitthatonak osztdja, de ez egyrészt
tal sok esetet ad, masrészt most alkalmat keresiink, hogy az Excel egy uj lehetdségét
ismerhessiik meg. A célértékkeresd Excel-eszkozt fogjuk hasznalni. A magasabbfoki
egyenlet bal oldalat uigy irjuk be az egyik (pl.: a B2) cellaba, hogy az x ismeretlen minden
el6fordulasi helyén ugyanarra (pl.: a B1) cellara hivatkozunk. E cellaba barmilyen adatot
beirhatunk (akar 7-et is). Ezutan az Eszkozok menii Célértékkeresés mentipontjat
valasztjuk. Az abra szerint toltjiik ki a két cellat és a parbeszédpanelt:

—_— R el SR e S e s

B2 - A =21°B193+5°B142-90°B1+436 < B2-be irt keplet
A B | ¢ |
1 X T tetszdleges szam
2 [21x7 + 5x2 — 90x + 36 6854 | a képlet értéke
3
x|
Célcella: B2 %
CElartak: O
Madosuld cella: Bl %
[u]s I Mégse I

Ha az OK gombbal elinditjuk a célértékkeresést, akkor az Excel megprébalja a mdodosulod
cellaként megadott cellaban ugy valtoztatni a cella tartalmat, hogy a célcellaban a célérték
alljon a képlet eredményeként. (Ehhez persze az kell, hogy a célcella egy hivatkozast
tartalmazzon a moddosuld celldra, vagy hogy a beldle induld hivatkozasi lancban
szerepeljen a modosuld cella.) Az Excel keresd algoritmusa akkor all le, ha a célértéket 3
tizedesjegy erejéig kozeliti a modosulo cella értéke, vagy ha ,,reménytelennek itéli” a gép a
célérték elérését.
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Ha a fenti adatokkal elinditjuk a célértékkeresést, akkor 1,69425492311333 értékkel all le
a gép. Ha 0-val inditjuk, akkor 0,428569468861206 értéket ad. Ha pedig -10 értékkel
indul, akkor -2,36092105953484 ¢érték jon ki. Ez a harom gyok kozelitd értéke. Lehet-¢
koztiik racionalis?

Bemasoltam a C2, D2, E2 celldkba a harom eredményt, majd a harom cellara
cellaformazasként a szamformatumon beliill a tortformatumot valasztottam harom

szamjeggyel:
Eszkpztk —Adatok  Ablak  Sigd Cellak formdzasa = T
= ) - - P Al Z
4 I 2 2l & Szam I Igazitas | Betiitipus | Szegely i Mintazat I Wedelem I
%IE x| E‘E % 000 %55 578 *;.-E X Kateqdria: i3
Altalanos _4_| -2 157/435 |
Szam = |
[ 01 | D2 | E3 | Pénznem Tipus: -
% W ¥ Koryweldi E szame ig (104
| -2 350592 "0 428569 1 F94254 | ?détum g ; gyg( I ) i
fi A o
\ﬁ Szazalek s :
Birk Megved (2/4)
Tudomanyos Nyolcad (4/8)
Szdveq Tizenhatad (5716} =
Kaldnleges
Egyéni ;I
o] wess
[ ¢ TN E ]
¥l x2 i3

Azeredmény: | 5qg7435 37 1302435

A kapott harom tort koziil a 3/7-r6] behelyettesitéssel kideriil, hogy PONTOS gyok. igy
polinomosztassal adodik a kovetkez6: 21x°+5x*—90x+36=(7x—3)(3x"+2x—12).
Tudjuk, hogy egy szorzat csak Ugy lehet nulla, ha valamelyik tényezé nulla, tehat a
masodfoku tényez6 gyokeivel egyiitt a harmadfoku egyenlet PONTOS gyokei:

3 -1+4/37 -1- 37

7Tz 3
M29: Oldd meg a 78x’—22x"-211x+120=0 egyenletet a fenti médon, ha tudjuk, hogy
van racionalis gyoke!
M30: Oldd meg az 55x'+228x’-528x’-583x—756=0 egyenletet a fenti médon, ha
tudjuk, hogy van legalabb két racionalis gyoke!

Az itt megoldott két probléma Excel-fdjlja:
http://slc.pszk.nyme.hu/file.php/5/munkalap2/Excel-matek.xls

Internetes segitségek az Excelhez:
http://m-forum.hu/downloads/elmelet/Hivatkozasok fuggvenyek.pps
http://www.akg.hu/info/excel/index.html
http://www.hatekonysag.hu/blog/excel-abszolut-relativ-vegyes-hivatkozasok.htm
http://ecdlweb.hu/index.php?title=Excel 2000 - Cellahivatkoz%C3%A1sok
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A Fibonacci-sorozat és az aranymetszés

A kozépkor egyik legtehetségesebb matematikusa volt Fibonacci (sziil.: Pisa, kb. 1170 —
kb. 1250, mas nevein Leonardo di Pisa vagy Leonardo Pisano, Leonardo Bonacci,
Leonardo Fibonacci), olasz matematikus. Liber Abaci cimii konyvében emliti a kovetkezo
feladatot:
Nyulakat tenyésztiink a kdvetkezo (elméleti) feltételek mellett:

o az elsd honapban egyetlen Gjsziil6tt nyul-par van;

o azujszilott nyal-parok két honap alatt valnak termékennyé;

o minden termékeny nyul-par minden hénapban egy ujabb part szil;

e ¢s anyulak 6rokké élnek?
Hany par nyulunk lesz » hénap mulva?
A havonkénti nytlparok szamat a kévetkezo sorozat mutatja:
n|f[2]|3[4|6[6[7]8]8 |10
Fl1[1]23 |58 (13213455

Ezt az {F,} sorozatot nevezik Fibonacci-féle
sorozatnak. A sorozatnak érdekes tulajdonsagai 2
vannak, a matematika szamos teriiletén felbukkan.

M31a: Igazoljuk, hogy a fenti Fibonnacci-féle
feladat megoldasa olyan F, sorozat, amelyet az
Fpi1=FytFy.képlet jellemez!

M31b: Hanyféleképpen mehetiink fel egy 10
lépcséfokbol allo lépcsén, ha egy lépésre egy
vagy kettd 1épcsofokot 1éphetiink?

M32: Szamoljuk ki és abrazoljuk a Fibonacci-
sorozat elemeit tablazatkezelé segitségével!

rassuk ki és abrazoltassuk a sorozat elsé n %
elemének 0sszegét és reciprok-osszegét!

M33a: Tekintsiink egynél nagyobb n és k
egészeket, készitsiink egy n*k méretii téglalapot,
amelynek a bal alsé sarkabol kivagunk egy 1*1-
es négyzetet. Vagjuk le a téglalapbél a leheté 1
legnagyobb négyzetet a jobb felsé saroktol 1 |_
kezdve! (Lasd az abrat!) Ezutan Gjra ugyanilyen

moédon vagunk a maradék téglalapbol, addig folytatjuk, amig a ,,csonka” téglalapot
fel nem daraboltuk négyzetekre. Mely n és k értékek esetén keletkeznek csupa
kiilonb6z6 négyzetek?

M33b: Az iménti feladat eredményét felhasznilva irjunk fel képletet az Fi2+F+ ..
+Fn2 osszegre!

Sorozatokkal kapcsolatos (igy a Fibonacci-sorozattal kapcsolatos) allitasok igazolasahoz is
hasznos segitség a teljes indukcié modszere. E mddszert tobbnyire a pozitiv egész szamok
halmazanak egy végtelen részhalmazara tett allitasok igazolasara hasznaljak.

A Fibonacci-szamokat vizsgalva példaul megfigyelhetjiik, hogy:
1=2-1

1+1=3-1

1+14+2 = 5-1

1+14+2+3 = 8-1
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1+142+3+5 =13-1

1+1+2+3+5+8 = 21-1
Megfogalmazddik az a sejtésiink, hogy
Fi+Fot  +F= Fro—l

Bemutatjuk, hogyan lehet ezt teljes indukcidval belatni. Az n=1; 2; 3; 4; 5; 6 esetekre
fentebb megvizsgaltuk, hogy igaz az allitas.

Tételezzik fel, hogy n=Fk értékig mar igazoltuk a sejtést, és igaznak bizonyult. Ez azt
jelenti, hogy F+F>+.. +Fx = Fin—1 teljesiil, ha n=1; 2; 3; ...k

Ezutén e feltétel (indukcids feltevés) felhasznalasaval igazoljuk, hogy k+1 esetén is teljesiil
az allitas:

Fi+Ft . AFREFa=(F 1+t AF) R =Foo— DHFo=FuitFio)—1=Fas—1

Tehat ha valamely n 'Elies indukcid

szamra teljestil az allitas, Eor o T w e
akkor ebbdl kovetkezik, mitkodese [?3:1 Eseten 1gazaza]]1tas]
hogy az n+l-re is igaz.
E bizonyitas-viz” i
barmely n-re elmondhato, s [Pﬂ:k Eseten (7ar az a]htasj
ugy mukodik, mint egy
gép:
\ $ /
A Fibonacci-sorozat

esetében minden elemet
két megel6z6 hataroz meg,
ezért szamithatunk ra,

hogy bonyolultabb / \L \

Indukcldés 1épés !
Ujra &5 djra "bedobul"|

allitasok igazolasadhoz
esetleg vissza kell menni
még egy lépéssel a i—I.
elemig. A masodik ,,gép”
abraja azt mutatja, hogyan
megy a bizonyitas ,,dupla”
indukcidval.

(n=k+] esetén igar az é]]ités]
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Dupla indukcio

n 1 esetén 1gaz az a]htasj % =3 egetén igaz az é]l{tés]

/ /

(;g=£:—1 eseten igaz az a]htasj (,}g—k ESEtAN igaz Az a]htasj

V2

Indukclés 16pés

|

(n=k+1 eseten 10ar Az é.ll{té.sj

ijr:a_. es ujra "bedobjulk"|

Erre a dupla indukcidra latunk egy példat a kovetkezo helyen:
http://slc.pszk.nyme.hu/mod/resource/view.php?id=108

M34: Igazoljuk a kovetkezé allitast teljes indukcioval: F, 5F2“

M35: Igazoljuk a kovetkezo allitast teljes indukcioval: Fn2+Fn+12=F2n+1

Felvetddik a kérdés, hogy létezik-e olyan képlet, amellyel az n ismeretében a Fibonacci-
sorozat n. elemét kozvetlenill kiszamithatjuk, azaz ,,megspdrolhatjuk-e” valahogyan az
Osszes el6z06 elemek kiszamitasat?

Ha az M35-ben szerepld képlet alapjan dolgozunk, akkor kihagyhatunk elemeket, de igy is
ki kell szamolni néhany elemet, s sok tigyeskedésre is sziikség van!

M36: Szamitsuk ki az M35 képletének felhasznalasaval, minél kevesebb kozbiilsé
elem kiszamitasaval, az Foo értékét! (Az elsé 10 elem értékét fentebb megadtuk.)

Az M32 feladatot megoldva exponencidlis fliggvényhez hasonld grafikont kaphattunk.
Lehetséges, hogy a keresett képlet egy exponencialis fiiggvény szabalya? Ha ez igaz lenne,
akkor az n. elem n-edik gyoke mindig ugyanaz a szam lenne — az exponencialis fiiggvény
alapja.

Ha az Excellel kifratjuk a &, = \/ F,, sorozat értékeit, latjuk, hogy ez csupa kiilonb6z6

eredményt ad, de az n-et novelve egyre kozelit egy értékhez. Lehet, hogy az exponencialis
figgvényt egy konstanssal szoroztuk, azaz egy mértani sorozatrdl van sz6? Ez esetben két-
két szomszédos elem hanyadosa mindig megegyezne, s a kvociens (g) értékét adna.

_ " ntl
Ha az Excellel kiiratjuk a 1, = g sorozat értékeit, latjuk, hogy ez is csupa kiilonb6z6
H

eredményt ad, de az n-et ndvelve sokkal gyorsabban kozelit egy szamhoz — ugyanahhoz az
értékhez, mint az elobb!

Ezek szerint a Fibonacci-sorozat ,kevéssé” tér el egy mértani sorozattol, melynek ¢
hanyadosa koriilbelil 1,618.

287



Ha a sorozat elemeit F,=p.q" alakban szeretnénk kozeliteni, ez lehetséges az el6zdek
alapjan, ¢s p értéke is nagy pontossaggal meghatarozhatd.

M37a: Végezziik el az Excellel a most leirt harom kozelitést, adjuk meg az Excel
pontossagaval g és p értékét megfeleléen sok sorozatelem alapjan! Hany elem kell
ehhez? Mellékeljiik a megfelelo Excel tablazatot!

M37b: Szamitsuk ki a fenti p és g értékkel a p.¢" sorozat elemeit! Kerekitsiik az
elemeket egészre! Melyik elemtél kezdve ad pontatlan értéket a Fibonacci-sorozat
elemeire? Mellékeljiik a megfeleld6 Excel tablizatot! Lehet a hiba oka az Excel
pontatlansaga?

Forditsuk meg a kérdést! Ha egy {a,} sorozat p.q" alakq, teljesiilhet 14 az F,+;=F,+F,
képlet? (Nevezziik el ezt a képletet Fibonacci-féle rekurzionak!)

Ez a kovetkezd egyenldséget adja: p-¢""' =p-q¢" +p-q
Osszuk el mindkét oldalt p.¢" " -nel! g-ra nézve masodfoku egyenléséget kapunk: ¢*=g+1.
Két megoldasa van:

1+v5 _1-45

d 5 és gy 5

n—1

M38a: Mutassuk meg, hogy minden a, =x-g," +y-g,"alaki sorozatra teljesiil a

Fibonacci-féle rekurzié (ahol x és y tetszdleges valés szimok)!

M38b: Keressiik meg azt az x és y értéket, amelyre teljesiil, hogy az M38a-ban
szerepld sorozatra a;=1 és a,=1!

Az M38a-ban igazolt tulajdonsag miatt az M38b-ben talalt sorozat azonos a Fibonacci-féle
sorozattal, hiszen az elsd két elem megegyezik, s a rekurzio szerint minden elemet az el6z6
kettoébdl ugyanaz a képlet szamitja.

5
szdmnak tobb érdekes tulajdonsadga van. Ha az alabbi

1+
A fentebb megtalalt g, = 5

. 1++/5 g . , o P
abra szerint egy 2\f hosszisagu AB szakasz mellé tesziink egy egységnyi hosszisagu
BC szakaszt, akkor a nagyobbik szakasz annyiszorosa a kisebbiknek, mint ahanyszorosa az

A B C

AB _ AC
BC T AB

s
=

egyiittes AC szakasz a nagyobbiknak. Ezt mar az okorban tudtdk, s azt mondtak, hogy
ebben az esetben az AC szakasz B osztdpontja az aranymetszési pontjaban van.
Egy AC szakasz ilyen aranyu felosztasat az okor ota harmonikus, esztétikai értékeket
hordozé tokéletes aranyként tartjak szamon. Ez az ardny az allat- és ndvényvilagban is
szamos formaban megjelenik. Sok muvész tudatosan alkalmazza az irodalom ¢és a zene
tertiletén is, bizonyitott tény, hogy tobb zenemi, kdltemény aranymetszési pontjaban van a
mi fordulopontja. Talalkozhatunk vele a geometria teriiletén beliil is, példaul a szabalyos
Otszogben.
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M39: (kutatémunka) Gyiijts torténeti anyagot az aranymetszésrol! Hol jelenik meg az
egyes tudomanyokban, a miivészetekben, a természetben?

M40: Igazold a Fibonacci-sorozat M38b-ben megtalalt zart képlete alapjan, hogy a
Fibonacci-féle szamok megkaphatok ugy, ha egészre Kkerekitjiik a kovetkezé sorozat
elemeit:

- (1+2= 5 )n

a —
VA

Az eddigiek alapjan megallapithatjuk, hogy a Fibonacci-sorozat szomszédos elemeinek
hanyadosai egyre pontosabban kozelitik az aranymetszés szamat. Ha tehat példaul olyan
verset szeretnénk irni, melynek fordulopontja a vers aranymetszesi pontjaban van, akkor
ezt konnyen megtehetjiik, ha ugy intézziik, hogy a vers fordulopontja el6tti és utani
sorainak szama két szomszédos (lehetdleg nagy) Fibonacci-szam legyen.

Kapcsolodo linkek:

Fibonaccirdl: http://http/hu.wikipedia.org/wiki/Fibonacci
A Fibonacci-sorozatrol:  http://index.hu/tudomany/fib0407/
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Epitsiink hazat!

Biztosan jatszottal mar olyan jatékszoftverrel, amelyben
térbeli testek kozott mozoghattal, szobakban, épiiletek
kozott jarkalhattal, s a képerny6 ,,valésagosan” mutatta,
mit latsz éppen. Hogyan lehet egy térbeli alakzat képét
sikban megjeleniteni, kirajzolni, hogy az ,,élethi” legyen?
Err6l sz6l ez a munkalap. (Megértéséhez a sikbeli
koordinatarendszer ismeretére €s a vektorok alapvetd
ismeretére van sziikség.)

Az élethli abrazolas jelentse most azt, hogy olyan képet
ad egy testr6l, mint amit a szemed alkot rola. A
fényképezdgép alkotta sikbeli kép is azért élethii, mert a
szem képalkotdsat utdnozza. Ennek modellezéséhez tehat
elészor tehat a szem (a fényképezdgép, a tikrok stb.)
képalkotasaval érdemes megismerkedni.

Err6l szol a fizika tehetséggondozas elso feladatlapja.

Hogyan keletkezik a kép a szemiinkben? Tekinthetjiik tigy, mintha minden térbeli P pontot
egy vaszonra vagy a szem esetében a retindra vetitenénk — matematikai értelmezéssel egy
S sikra vetitlink, a szemlencse F fokuszpontjan és a P ponton atmend egyenessel. Egy P
pont képe tehat ugy keletkezik az adott S sikon, hogy a rogzitett F ponton atmend PF
egyenesnek tekintjiik az S sikkal valo doféspontjat, ez a P pont P' képe.

M/M/

5

e Q
]
/ F P_T"

)
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Az abran egy P, egy Q és egy T pont vetitett képét lathatjuk. Ha e pontokbol érkezd
fénysugarak az F ponton athaladnak, akkor az S;-gyel jelzett sikon keletkezik a képtik: P',
Q' és T'. (F modellezheti itt a szemlencse fokuszpontjat, S; modellezheti a retinat a
szemben). Az S sikon forditott allasu képet kapunk. Az dbran szemléletesen is megjelenik,
hogy helyet cserél példaul a ,fent” és a ,lent”. Ha azt az S, sikot tekintjiik, mely S;-gyel
parhuzamos, és F-t6l ugyanolyan tavolsagra van F ,tiloldalan™ (vagyis e sik S;-nek F-re
vonatkoz6 tiikorképe), akkor az e sikon kapott kép azonos (azaz egybevagd) az S;-en
keletkez6 képpel, de ,.egyallasi” az eredetijével. Az abran a P, Q és T pont esetén, ha a
pontokbol érkezd fénysugarak az F ponton athaladnak, akkor az S,-vel jelzett sikon a P",
Q" és T" képiik keletkezik. Ez a sik lesz megfeleld szamunkra, hogy térbeli targyak sikbeli
képeit megadjuk. (Az agyunk a retindra — azaz az S, sikra — vetitett ,,forditott allasi” képet
ugy alakitja at, mintha az S, sikon kapott, ,.eredetivel egyallasi” kép lenne.)

Megfigyelhetd az abran az is, hogy P és T pontok képe egybeesik, mert F rajta van a PT
egyenesen.

A kovetkezo feladatokndl az S, sikra térténd vetitésre tesziink fel kérdéseket:

M41a: Igazoljuk, hogy a most megadott transzformaci6 egyenestartd, azaz harom egy
egyenesre esé pont képe mindig egy egyenesre esik!

M41b: Igaz-e tetszéleges pozitiv p érték esetén, hogy van olyan szakasz, amelyre igaz,
hogy képének hossza p-szerese az eredeti szakaszhossznak?

M42a: Igazoljuk, hogy a most megadott transzformaci6 nem aranytartd, azaz
AB_AB
Cch C'D
M42b: Adjuk meg olyan feltételt az A, B, C, D pontokra, amelynek teljesiilése esetén
AB_AB
CchD C'D
M43a: Adjunk meg olyan térbeli haromszoget, amely feleakkora teriiletli, mint a
képe!

M43b: Adjunk meg olyan térbeli haromszioget, amely kétszer akkora keriiletii, mint a
képe!

nem teljesiil barmely A, B, C, D pont esetén!

mindig igaz!

Vannak olyan pontok is, melyeknek nincs képiik, ezekrdl késobb esik szd. A most targyalt
transzformaciot a geometridban centralis projekcionak nevezik, de nevezhetjiikk magyarul
akar ,,ponton at sikra vetitésnek” is.

A megfeleld transzformacié tehat
megvan, de hogyan lehet térbeli
pontokat egy szamitogépnek megadni?
A legegyszeriibb: térbeli koordinata- i

rendszerrel. Az 4ltalanos iskoldban P(5:4:2)

tanult sikbeli xy-koordinatarendszerhez
vegyink fel egy harmadik tengelyt,
vagyis egy ,,z° szamegyenest, mely az
xy  sikra  mer6leges, ugyanolyan
skalazasu, mint a két eddigi tengely
(ugyanakkora rajta az egység), s athalad
az origbn. Egy térbeli P pontbodl
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mindharom tengelyre mer6legest bocsatunk a térben, a merdlegesek talppontjai (a harom
szamegyenesen ezek szamok) adjak (x; y; z) sorrendben a P pont harom koordinatajat.
Ezek ugyanazok a szamok lesznek, mintha a P pont yz, xz és xy siktdl vett eldjeles
tavolsagat tekintenénk (Lasd az abrat!).

Hogyan lehet térbeli koordinatakkal szdmolni?

Szeretnénk egyenesekkel, sikokkal dolgozni, szeretnénk eltolast és elforgatast végezni. A
legegyszeriibben helyvektorokkal lehet szamolni. A helyvektorok origé kezddponta
vektorok, tehat elég a végpontjuk harom koordinatdjat megadni, ha jellemezni akarjuk
Oket. Példaul az abran lathatd P pontba mutatd helyvektor: v(5; 4; 2)

Ha egy pontot egy vektorral eltolunk, akkor koordinatanként 6ssze kell adnunk a pont és a
vektor koordinatait. Példaul ha az abran lathatd P pontot eltoljuk a w(3; 10; —8) vektorral,
akkor a P'(8; 14; —6) pontot kapjuk.

Két pontot 6sszekotd ,,szabad” vektort tigy kaphatjuk meg helyvektorként, hogy a vektor
végpontjanak koordinataibol kivonjuk a kezdépont koordinatait. Példaul az A (3; 7; 11) és

a B (10; —1; 6) pontok esetében E: u( 7; -8; -5).

Egy vektor ,,szamszorosat” ugy kaphatjuk meg, hogy a vektor mindharom koordinatajat
megszorozzuk az adott szammal. Példaul a v (8; —4; 5) vektor masfélszerese (azaz 1,5-
szerese) a v’ (12; —6; 7,5) vektor. Ez v-vel egy egyenesbe esd helyvektor, de a hossza
masfélszerese az eredeti vektorénak. A szorzoszam lehet negativ is, ekkor a kapott vektor
hossza ugyanugy valtozik, mint pozitiv lenne szorzdszam esetében, de a kapott vektor az
eredetivel ellentétes iranyba mutat. Ha a szorzdszam 0, akkor a végeredmény v’ (0; 0; 0)
=0, azaz nullvektor.

—
Ha egy térbeli vektor hosszat akarjuk meghatarozni, példaul az CP (5; 4; 2) vektorét,
akkor az abran lathatd OSR térbeli derékszogl haromszogbol kiszamolhatjuk Pitagorasz

tételével, hogy OS=+/5"+4>, majd az OSP térbeli derékszogli haromszoghol
kiszamolhatjuk Pitagorasz tételével, hogy OP= \/052 +2%7 = \/52 +42 42 =45 egység.

Altalanossagban mondhatjuk, hogy egy vektor hosszat megkapjuk, ha harom
koordinatajanak négyzetdsszegébol gyokot vonunk. Ez negativ koordinatak esetén is igaz,

P(5:4.2)
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hiszen a haromszogek oldalai pozitiv szamok, és egy szdmnak ¢és az ellentettjének ugyanaz
a négyzete. Konnyu kiegésziteni az okoskodast arra az esetre is, ha a vektornak van 0
koordinataja, a képlet akkor is helyes.

Ha két pont kozti szabad vektorbol helyvektort készitiink, majd a kapott vektor hosszat
kiszamitjuk, megkapjuk az eredeti két pont tavolsagat!

A kovetkezo allitas is érdekes: Ha a(x,;y,;z,) és b(x,;y,;z,) vektorok egyike sem

nullvektor, akkor merdlegességiik sziikséges ¢és  elégséges feltétele, hogy
x,x,+y,y,+z,z, =0 legyen. A bizonyitds a honlapon megtaldlhato — aki vektorok

skalaris szorzatanak fogalmat ismeri, annak persze ismert ez az allitas.

M44a: Igazoljuk az eddigiek alapjan: Ha egy S sikra az n (4;B;C) (nem null-)

vektor merdéleges, és a sik egy pontja a Py (Xo; yo; zo) , akkor a tér P(x, y, z) pontjai
koziil pontosan azok vannak az S  sikon, melyekre igaz az
Ax+ By + Cz = Ax, + By, + Cz, egyenléség. (1)

M44b: Az eddigiek és az M44a alapjan irjuk fel annak a siknak az egyenletét, mely
athalad a kovetkezo harom ponton: A(10; 20; 0) , B(11; 7; 5) és C(20;2;2)!

Az M44a-ban szerepl6 egyenldséget az S sik egyenletének nevezziik, az ng vektort pedig a
sik (egy) normélvektoranak. Ha a sik egyenletében 4=0, akkor a sik parhuzamos' az x
tengellyel, ha B=0, akkor a sik parhuzamos az y tengellyel, ha C=0, akkor a sik
parhuzamos a z tengellyel. Ez abbol adddik, hogy a leirt harom esetben az ng vektor
merdleges egy megfeleld koordinatatengelyre.

Ha egy P(x, y, z) pont koordinatai két nem parhuzamos sik egyenletét egyszerre teljesitik,
akkor rajta van a sikok metszésvonalan. fgy felirhatjuk egy e egyenes egyenletrendszerét,
ha két e-t tartalmazo sik egyenletét felirjuk.

Van egyszerlibb moddszer is. Legyen egy e egyenes egy pontja Py (xo; Vo, zo) és
v, (F;G;H) (nem null-)vektor parhuzamos az e egyenessel (iranyvektora e-nek)! Ekkor
az egyenes barmely P(x; y; z) pontjanak harom koordinatajat megkaphatjuk, ha Py pontot
eltoljuk a v, vektor ,,valahdnyszorosaval”. Jeloljik ezt a szorzoészamot -vel! Tehat az
egyenesen levo P pontok harom koordinatajat a kovetkez6 képletek adjak:

x=Ft+x,
y=Gt+y, (1I1)
z=Ht+z,

Ha ¢ értékét tetszélegesen valtoztatjuk, akkor a kapott x, y és z értékek mindig az e
egyenes egy-egy pontjanak harom koordinatajat adjak. A fenti harom 06sszekapcsolt
egyenldséget az egyenes egyenletrendszerének nevezziik. Kénnyi belatni, hogy az egyenes
Osszes pontja eldall a ¢ érték megfeleld megvalasztasaval, /=0 esetén pedig épp a Py pontot
kapjuk (mert nullvektorral toltuk el).

Keressiik meg példaul az A(2; 5; 8) és B(10; —1; 6) pontokon atmend egyenes

—
egyenletrendszerét! AR helyvektorként felirva az egyenes egy iranyvektora lesz:
v, (8;-6;-2) . Az egyenesen levd Py pont legyen az A pont (lehetne ez akar a B is). Igy az
egyenes egyenletrendszere:

A, parhuzamos” sz6 ez esetben azt is jelentheti, hogy a sik tartalmazza a megfeleld tengelyt.
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x=8t+2
y=—6t+5
z=-2t+8

Ha példaul ¢ értékét 5-nek valasztjuk, akkor x = 42; y = -25; z = -2, vagyis az e
egyenesnek egy pontja Q(42; -25; -2).

A fenti egyenletrendszer mindhdrom egyenletébdl kifejezhetjiik ¢ értékét, s egyenldvé
tehetjiilk egymassal a kapott képleteket: x;2 =Y _65 = 2_28 (: t). Az egyenes
egyenletrendszerét ilyen alakban is meg szoktak adni. Ehhez persze az sziikséges, hogy az
iranyvektor egyik koordinatdja se legyen O (mivel ezek a koordinatdk keriiltek a harom
nevezobe).

M45: Allapitsd meg a sik egyenlete és az egyenes egyenletrendszere segitségével
kétféleképpen is, hogy egy sikba esik-e a kdvetkezd négy pont: A(S; 1; -5), B(7; 6; —
8), C(1;3;2),D(-3;17; 10 )!
M46: Keresd meg a fenti egyenes kovetkezé tulajdonsagi pontjait:

a) rajta vannak az xy sikon,

b ) az A ponttoél négyszer olyan tivol vannak, mint a B ponttél,

c) azorigétol V237 egységnyi tavolsagra vannak,

d) az egyenesen lev) pontok koziil az origéhoz legkozelebbi pont!
M47: Egy siknak tobb (I) alaka egyenlete, egy egyenesnek tobb (II) alaki
egyenletrendszere van. Add meg, hogy egy sikegyenletbdl, illetve egyenes-
egyenletrendszerbél hogyan kaphaté meg az 6sszes tobbi!
Most mar eleget tudunk ahhoz, hogy kiszamithassuk térbeli pontok sikbeli képét.
Valasszunk egy sikot, amelyre vetitiink, és valasszunk egy pontot, amelyen keresztiil
vetitiink!
Legyen az S sik egyenlete 3x—5y+2z = 43, a ,,vetitési” pont pedig az F(4; 1; —2) pont.
Hatarozzuk meg a P(7; 2; 6) pont Vetiteit} képét az S sikon! Ehhez az FP egyenes és az S

sik doféspontjat kell meghatarozni. Az FP vektor az egyenes irdnyvektora: v.(3; 1; 8). Az
FP egyenes egyenletrendszere:

x=3t+4
y=t+1
z=8t-2

A doféspont harom koordinataja teljesiti az egyenes egyenletét, tehat oda beirva igaz
egyenl6séget ad: 3(3¢+4)—5(¢+1)+2(8 —2)=43. Ezt megoldva =2 adédik, tehat az
egyenes egyenletrendszerébe visszahelyettesitve P’(8; 3; 14) a vetiileti pont.

Az egyszeriiség kedvéért valaszthatjuk S siknak a z=1 egyenletli sikot és F pontnak az
origdt. Ekkor a kapott képpontok x és y koordinatait rogton meg is jelenithetjiik egy sikbeli
koordinata-rendszerben, s az a helyes latott képet fogja adni. Excelben elkészitettem egy
olyan munkalapot, amelyben térbeli pontokat lehet koordinatdkkal megadni, az Excel
kiszamolja a vetiileti pontok koordinatait, s a ,,Pont(XY)” grafikontipus segitségével
,»drotvazas” test képeként kirajzolja azt.

Arra kellett tigyelni, hogy az egymas utan kovetkezd pontokat sorban koti 6ssze az Excel
szakaszokkal, azok x és y koordinataibol allo cellaparokat kell megadni. A munkalaphoz
tartoz6 Excel segédfajl bemutatja a Pont(xy) grafikon hasznalatat.
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M48a: Készits egy ilyen Excel munkalapot valamely egyszerii testrél!

M48b: A fentiekben szerepelt, hogy bizonyos térbeli pontoknak nincs sikbeli vetitett
képiik. Melyek ezek?

M49: Abrazoltasd a P(10; 10; —10) és a Q(10; 10; 10) pontokat dsszekoté szakasz
képét az Excellel! Tapasztalatod alapjan javits a munkalapod képletein ugy, hogy ne
fordulhasson elé ilyen abrazolas! (,,Rossz” helyen levé pontok esetében ne abrazolja a
gép a megfelel6 pontokat, hasznald a HA() fiiggvényt!)

MS50: Készits olyan Excel tablazatot, amely oOsszetettebb alakzat sikbeli képét
mutatja! A tablazatot kiegészitheted plusz szolgaltatasokkal is (eltolas, esetleg
elforgatas lehetdsége)!

eltalds “ektor 20 o 20
pontok % ¢z Eltolx EltolY EltolZ képx épy kepxy
20 10| 50 400 100 70f 0571 0,143

5 10| &0 10 70| o3s|  0443) | gaso
5 10| &0 25 10 80| 0313 0125
2010 &0 40 10 e o0 0,125
2010 &0 40 1 70| o0&71] 0143 0,300 +
20| 20| =0 w2 7| s o286
1020 | 50 0 20 70| o042 o028 | 0250
1010 | 50 30 10 70| 0429 0,143
10 &0 30 10 s 0375 0,125
10|20 | 60 30 20 1| o037s| 0250

0,200 +

15|25 | &85 35 25 78| D4R7 0,333 0,150 4

10|20 | &0 a0 20 0| 0375 0260 0,100 4

0O~ = W0 00— O MR O R L)
o

2|20 s a0 20 7ol os1| o2l | o] Rosccrcet]
o0 0 & 41 a0 a0l nAD| 0250 :
2010 B0 40 10 80| 0500 0,125

0,000 -+

Az abran egyszerli haz lathato egy labtorlovel. Mintha fénykép lenne! A kész rajzon
megfigyelhetd, hogy a z tengely iranyaba esdé parhuzamosok ,,0sszetartanak”, az x tengely
és y tengely iranyaba esé parhuzamosok pedig nem. Hogy miért? Erdemes elgondolkodni
rajta, bar tilmutat e munkalap keretein...

295




Tengelyes titkkrozések szorzata
Biliard-matematika

Geometriai transzformacioknak
azokat a fliggvényeket nevezziik,
amelyeknek értelmezési tartomanya
és értékkészlete is ponthalmaz, azaz
pontokhoz pontokat rendelnek. Ez a
munkalap csak sikbeli
transzformaciokkal foglalkozik.

Ha két transzformacidt egymas utan
alkalmazunk, akkor a két

transzformacio szorzatat
(egymasutanjat, kompoziciojat)

kapjuk. Ugy jelsljik, hogy a
transzformaciok jeleit egymas utan
ifjuk. E definicid kett6nél tobb
transzformacio esetén is értelmes. A
kaleidoszkdpban latott kép példaul tiikkrozések szorzatabol keletkezik.

Transzformaciok szorzata estén a pontok képét ,,vesszozéssel” jelsljiikk: ha elvégziink egy
transzformaciot, akkor egy P pont képét (azt, amit a transzformacio, mint fliggvény a P-hez
rendel) P’-vel jeloljiik. Erre egy ujabb transzformaciét alkalmazva a kép képét P’ -vel
jeloljiik, erre a kapott képre egy ujabb transzformaciot alkalmazva a kapott pontot P**’-vel
jeloljik stb.

Ha egy ¢ egyenesre vonatkozé tengelyes tiikrozést csak #-vel jeloliink, altalaban nem vezet
félreértésre. Ugyanigy egy v vektorral vald
eltolast jelolhetlink csak v-vel. Ha egy P pont
egy elforgatas kozéppontja, és o a szége, akkor
jelolhetjiik P--val.

Megallapithatd, hogy a transzformacidok
szorzata altalaban nem felcserélhetd. Ha
példaul a sik pontjaira elvégzink egy v
vektorral vald eltoldst, majd egy ra merdleges ¢,
tengelyre tikrozink, akkor két kiilonbozo
transzformaciot kapunk eredményiil. Az abrardl
leolvashato, hogy a vt és #v transzformaciok
mas pontot rendelnek az é&bran lathato P
ponthoz. Az elsé esetben a (P”);, a masodik
esetben pedig a (P”); pontot. P
Béarmely harom g, g,, g3 transzformacio (két
szorzasbol allé) szorzatira érvényes a
kovetkezd osszefiiggés: (g122)g5= 21(2223).

Ez abbdl kovetkezik, hogy minden P-hez ugyanazt a P*”’-t rendeli mindkét transzformacio-
szorzat.

Vizsgaljuk meg altalanos és kozépiskolabol ismert tavolsagtartd transzformaciok szorzatat!
Milyen transzformaciot adhat két tengelyes tiikrozés szorzata? Jelsljikk az egyik tengelyt
t1-gyel, a masikat #,-vel!
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Ha a két tiikkr6zés tengelye azonos (#=t,), akkor a két tiikkrozést egymasutan elvégezve

minden ponthoz 6nmagat rendeljiik hozza. E transzformaciot identitdsnak vagy identikus

transzformacionak nevezziik. Jeldlése:
hh=id.

Ha a két tiikrozés tengelyei parhuzamosak,

akkor szorzatként egy olyan eltolast

kapunk, melynek vektora merdleges

mindkét tengelyre, hossza kétszerese a

tengelyek tavolsdganak, s iranya a #,-t6l a

t, felé mutat. Ezt az dbra igazolja arra az

esetre, amikor a P pont és a 7, egyenes a #

egyenes kiilonb6z6 oldalan fekszik, P’

pedig a két tengely kozott van.

Megfigyelhetd, hogy a tengelyek iranya és

tavolsaga egyértelmiilen meghatarozza a

szorzatként kapott eltolast. Barmilyen

vektorral eltolhatjuk a sikban a két
tengelyt, igy mindig ugyanazt az eltolast
adja a 1,1, szorzat.

Ha a két tiikkr6zés tengelyei metszik egymadst, akkor szorzatként egy olyan elforgatast
kapunk, amelynek kozéppontja a tengelyek
metszéspontja, az elforgatas szoge pedig

" kétszerese a tengelyek #,-tdl a 7, felé mutatd

. szogének. Ezt az &bra igazolja arra az
esetre, amikor a P, P° és P’’ pontok a
»leheto legegyszeriibben” helyezkednek el.
(Az allitas itt az irdnyitott szogekre felirt

8 otot+B+p=2(a+p) egyenldségbdl, illetve a

PM = P'M = P’M egyenldségbdl

kovetkezik.)

Megéllapithatjuk, hogy a tengelyek

metszéspontja ¢és szoge egyértelmiien

meghatarozza a  szorzatként  kapott

elforgatast. Béarmilyen szoggel
: elforgathatjuk a sikban M koral a két

tengelyt, igy mindig ugyanazt az elforgatast adja a ##, szorzat.

Megfigyelhetd, az is az eddigiekben, hogy két koriiljarasforditd tiikrozési transzformacio

szorzata koriiljarastarto lett.

£y

M61: A fenti két abra csak bizonyos esetekre ad bizonyitast. Egészitsiik ki a két
bizonyitast t;, t, és P minden elhelyezkedése esetére!

Kozismert, hogy két eltolas szorzata eltolds. De milyen transzformacié két elforgatas
szorzata? Tobb esetet vizsgalunk meg.

Lehet a két szog egymas ellentettje, igy a két
forgatas P* és Q°. Jeldljik ekkor f-vel a PQ

a ‘ . P
egyenest, az ezzel ey szoget bezaro, P-n athaladd
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egyenes legyen ¢, és a f,-vel ) szoget bezard, Q-n athaladd egyenes neve legyen #; az

abra szerint. igy P%= it és Q_a: hty , azaz P Q_a: (l][g )(fzt3) = 11(12 tz)l3 = hit3. De igy
éppen két parhuzamos tengelyre vald tiikkr6zés szorzatat kaptuk, azaz eltolas lesz az
eredmény.

Ha a két forgatas P* és QP, és a két szog nem egymas ellentettje (valamint egyik szog
ellentettje sem 360° tobbszordsével vald
elforgatottja a masik szognek), akkor az
el6z6ekhez hasonléan vehetoek fel a t,, 15, 13
tengelyek, P“= 115, és QP= t,t3. Emiatt pedig
P QB= (1112 )(1213) = 11(12 12)13 = htz = R(Hﬁ.
Tehat két elforgatas szorzata ebben az esetben
egy olyan elforgatds, amelynek szoge az
eredeti elforgatasok szogeinek dsszege.

Az allitas trividlisan igaz a P=Q esetre is.

Mé62a: Igazoljuk hasonlé médon, hogy egy
v eltolas és egy P* elforgatas szorzata egy o
szogii elforgatas, ha a # k-360° (keZ)!
Mo62b: Igazoljuk, hogy négy tengelyes tiikrozés szorzata mindig helyettesitheté két
megfeleld tengelyes tiikrozés szorzataval!
Az M62b allitasbol kovetkezik, hogy akarmennyi tengelyes tiikr6zés szorzata felirhato
legfeljebb harom tengelyes tiikr6zés szorzataként.
Hogyan hasznalhatjuk a fentebbi megallapitasokat feladatok megoldasara? Nézziink egy
peldat erre:
Feladat: Egy ABC derékszogii haromszog AC és BC befogodi f61é megrajzoljuk a CBDE
és ACFG négyzeteket. Legyen H a DG szakasz felezOpontja. Igazoljuk, hogy ABHC
hurnégyszog!
Megoldds: Az abra szerint vegyiik felaz = D B
AB szakasszal A-nal és B-nél 45°-ot
bezar6 ¢, és t, egyeneseket! Végezziik el 459
a B A’ transzformaciot, amely két
elforgatas szorzata. Ez a transzformacio
a D pontot (a C ponton ,keresztiil”) G- 1 S A
.. , 45
be wviszi. Ugyanakkor az dbra g o
jeloléseivel felirva ez azonos a (#,c)(ct2) 7
= ti(cc)t, = hit, transzformacidval, ami a
fentebbiek alapjan egy 90°+90°=180°-0s
elforgatassal egyenld. Az elforgatas
kozéppontja a mar bizonyitottak alapjan
a t; é t, tengelyek metszéspontja.
Masrészt ez a pont, a D-t G-be vivo
180°-0s elforgatds kozéppontja csak H
lehet. Tehat BAH haromszog egyenld
szaru  derékszogli  haromszog. A
haromszog derékszogli H cstcsa rajta
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van az AB atfogd Thalész-korén. Ugyanezen a kordn rajta van a Thalész-tétel miatt az
ABC haromszog derékszogii C csiicsa is. Igy ez a kor tartalmazza az A; B; C; és H
pontokat, melyek emiatt egy hirnégyszog csucsai.

A kovetkezd feladatokat probaljuk transzformaciok szorzatanak felhasznalasaval
megoldani! (Mas jellegli megoldds is lehetséges persze, de szokjuk csak meg a
transzformacios” gondolkozast!)

M63: Rajzoljunk ABC hegyesszogii hairomszog AC és BC oldalaira kifelé egy ACD és
egy BEC szabalyos haromszoget! Rajzoljunk az AB oldalra a haromszog belsejébe
egy olyan egyenl6é szari ABF hiromszoget, amelynek AB az alapja és alapon fekvé
szogei 30°-osak! Igazold, hogy DEF hiaromszog egyenlé szaru! Mekkorak a szogei?
M64: Rajzoljunk ABC hegyesszogii haromszég AC és BC oldalaira kifelé egy ACD és
egy BEC egyenld szaru derékszogii haromszoget, amelynek atfogéi AC és BC! Legyen
F az AB oldal felez6pontja! Hatirozd meg DEF haromszog oldalainak aranyat!
Me65: Az A, B, C, D, E, F pontok ugy helyezkednek el a sikon, hogy ABC, ADE és
CDF pozitiv koriiljarasu szabalyos haromszogek. Igazold, hogy AEFB
paralelogramma!
Mo66: Az ABC hegyesszogii haromszog AB oldalan fekszik P pont, BC oldalan Q pont,
AC oldalan pedig az R és S pont Gigy, hogy AP=AS, BP=BQ és CQ=CR. Igazold, hogy
PQRS hurnégyszog!
A mindennapi életben is talalunk példat tengelyes tiikkrozések
szorzatara. Bizonyara sokan taladlkoztak mar ezzel a
problémaval: Milyen iranyban kell meglokni egy biliardgolyot,
hogy a falrdl visszapattanva (tokéletesen rugalmas {itk6zést
feltételezve) eltaladlja a masik golyot? Az abran az A jeld
golyoval kell a B jeltt eltalalni. A falra, mint tengelyre
tiikrozziitk a B golyot és az AB’ szakasz adja a 16kés iranyat. A
megoldas helyes, mert a jelzett o szogek a tiikr6zés miatt
egyenlok lesznek.
Ha két falat kell a golyonak érinteni, akkor ugyanez a helyzet,
csak a B’-t tovabb kell
g tlikrozni a mésik falra. fgy a B” és A pontok
®  Osszekoto szakasza adja a helyes megoldast. Az dbra
tanulmanyozasa és a fentebb elmondottak alapjan
mar megoldhato a kovetkezo néhany feladat:

M67: Egy téglalap alakid, 90 széles és 180 cm
hosszu bilidrdasztalon van egy goly6. A golyé két
szomszédos saroktél 50 cm-re, illetve 20413 em-
re van. Milyen iranyban kell a goly6t meglokni,
hogy mind a négy falrél egyszer visszapattanva
visszatérjen eredeti helyére?

Mo68: Egy konvex négyszog alaku biliardasztalon
van egy golyé. A feladatunk, hogy megadjuk, milyen iranyban kell a goly6t meglokni,
hogy mind a négy falrél egyszer visszapattanva visszatérjen eredeti helyére. A
tiilkrozések szorzatardl elmondottak alapjan adjunk minél egyszeriibb megoldast a
kell§ irany megszerkesztésére, s illusztraljuk egy (lehetdleg nem specialis) példaval a
megoldas menetét!
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M69: Egy biliardasztal csiicsai a koordinata-rendszerben a kovetkezé pontok: A(0;0),
B(0;6) , C(12;6) és D(6;0). Egy biliardgolyo a P(4;2) koordinataju helyen all. A golyot
meglokve, az AD, AB, BC, CD falrdl ilyen sorrendben visszapattanva visszatér a
golyo az eredeti helyére. Szamitsuk ki a golyé utjat leiré négy egyenes egyenletét!
M70: Egy ABCD biliardasztal hurnégyszog alaku. Igazoljuk, hogy ha két golyora
teljesiil, hogy azokat meglokve, az AD, AB, BC, CD falrél ilyen sorrendben
visszapattanva visszatérnek az eredeti helyiikre, akkor a golyokat egymassal
parhuzamosan loktiik meg!

A valodi biliardban persze nem teljesen rugalmasak a falak, s nem teljesen egyenesen gurul
a golyo. A jatékosoknak nincs lehetdségiik méréseket, geometriai szamitdsokat,
szerkesztéseket elvégezni, s ha el is végeznék, nem tudnak precizen kivitelezni a még oly
pontosan kiszamitott 16kést sem.

De hisz épp ez adja a jaték izgalmat!

300



Borton-kombinatorika

E munkalap témaja a kombinatorika, ez specialis véges halmazok elemszamanak
meghatarozasaval foglalkozo tudomanyag. Hogy mindent pontosan értsiink, kezdjiink egy
kis elméleti attekintéssel!

Elméleti attekintés
Ha egy n elemii halmaz elemeit sorba rendezziik, akkor e sorbarendezéseket az n elem
permutacidinak nevezziik (szakkifejezéssel: ezek rendezett n-esek). Mivel a sorban elsd
elemet n-féleképpen valaszthatjuk, s az n-féle kezdést n-1-féle masodik elemmel
folytathatjuk, s az igy kapott n-(n-1)-féle ,kételemes” kezdést n-2-féleképpen folytathatjuk
stb., ezért az 6sszes lehetéségek szama: n-(n-1)-(n-2)-....-3-2-1. Ezt a szamot az n! jeloléssel
roviditjiik (kiejtés: n faktorialis). Pl.: 51=5-4-3-2-1=120.
Egy n elemt halmaz k elemi részhalmazait (n>=k) az n elem k-adosztalyt kombinacidinak
nevezziik. Itt, mivel halmazrdl van sz6, nem szamit az elemek sorrendje! Szamoljuk 6ssze
az eseteket ugy, hogy a sorrend lényeges legyen, azaz képezziink rendezett k-asokat az
Osszes lehetséges modon az n elembdl. Ekkor a sorban elsd elemet n-féleképpen
valaszthatjuk, s az n-féle kezdést n-1-féle masodik elemmel folytathatjuk, s az igy kapott
n-(n-1)-féle ,kételemes” kezdést n-2-féleképpen folytathatjuk stb., ezért az Osszes
lehetdségek szama: n-(n-1)-(n-2)-....-q, ahol a q értékét ugy kell valasztani, hogy 6sszesen k
darab szam legyen szorozva. (Ekkor g=n-k+1, kiszamolhat6.) Minden egyes k-elemi
részhalmazt most k!-szorosan szamoltunk, hisz elemeinek minden lehetséges sorrendje
szerepel a kapott rendezett k-asok kozott. Emiatt el kell osztani a lehetséges rendezett k-
asok szamat k!-sal, hogy megkapjuk, hanyféle lehetdség van, ha a sorrend nem szamit:

H n—1)~,.,-{n+ﬁc— 1) _n {?z— 1)~,,,-{n+ﬂc—1) . {n—ﬁc)~,.,-2- 1 3 a1
! - ke (n=k) 201 kL (n—k)
Erre az értékre van egy rovid jelolés is:

e (1)

(kiejtés: ,,n” alatt a ,,k”.) Példa:
gy o8 8.7.6-5-4-3.2.1
(3) S350 (3.2.1)-(5-4-3-2-1)
A kombinaciok szamat leiré szamokat binomialis egylitthatoknak nevezzik. Szamos
tulajdonsaguk ismert. Néhdnyat most kombinatorikai modszerekkel fogunk belatni.

(0.) (g) =1, valawint (?) =n

Az elsé allitas azért igaz, mert 0 elemii részhalmaza minden halmaznak csak egy van, az
ires halmaz. A masodik allitds azért igaz, mert minden halmaznak annyi egyelemii
részhalmaza van, ahany eleme van.

v ()00

Ez igaz, mivel az n eleml halmaz minden k elemi részhalmazat parba allithatjuk sajat (n-k
elemi) komplementerével, igy annyi k elemii részhalmaz van, mint ahany »-k elemti.
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® (2) ()= ()

Ennek igazolasahoz tekintsiink egy olyan n+1 elemd halmazt, melynek n darab eleme
»~fehér”’, egy eleme pedig ,fekete”. Valasszunk ki az Osszes lehetséges k+1 elemi

n+1
részhalmazt! Az ilyen részhalmazok szama a fentiek alapjan ( 41 )

Ugyanezeket a részhalmazokat dsszeszamolhatjuk tgy is, hogy kiilon szamoljuk a fekete
elemet tartalmazo részhalmazokat, illetve azokat, amelyek csupa fehér elemeket
tartalmaznak. Az elsd esetben n darab fehér koziil kell k darabot valasztani a fekete mellé,
a masodik esetben az n darab fehér koziil kell az 6sszes k+1 darab elemet kivalasztani. Ha

s e
igy szamoljuk 6ssze a k+1 elemi részhalmazokat, akkor ennyi t kapunk: ( ﬁc) * ( k41 )

Mivel mindkétszer ugyanarra a feladatra adtunk eredményt, a két darabszam egyenlo, s a
fentebbi (2.) 6sszefiiggés igaz.

1. esat -
H 1+ darab elem k darab fehér elem; (k) lehetdiség

T S o
AP T i P T

k41 darab elem

k+l darab fehérelem: [ 7 ) lepetaseg
F+1

Fea] .
Go22228%

+1 darab elem

o ({0 ()

A bal oldalon egy n elemii halmaz 0, 1, 2 ... n elemi részhalmazainak szamat adtuk 6ssze,
tehat itt egy n elemii halmaz 6sszes részhalmazainak szama all. Az n elem@ halmaz minden
részhalmazat elkészithetjitk ugy, hogy az n elem mindegyikérdl eldontjiik, *bevessziik-e”,
vagy kihagyjuk a késziild részhalmazbél. gy minden elemnél kétféle dontést hozhatunk,
tehat a lehetséges dontés-sorozatok szama 2". Epp ez a szam 4l a jobb oldalon.
Alapfeladatok tabldzata: http://slc.pszk nyme.hu/file.php/5/munkalap8/kombinat.doc
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Igazoljuk a kivetkezd azonossdgokat hasonlo modellekkel, ,,kombinatorikus” uiton (n és
k pozitiv egészeket jelentenek)!

M1 PN (T e (10) = (2] g n>10
10 10 10 11

s () () () GG C)=(0)
0 A 1 n+l # # #

A kovetkezo feladatok egy képzeletbeli allam képzeletbeli bortonérol, azon belil is a
,.kasszafuro cella” tiz lakojardl szolnak. Kiilonféle okokbol az elitéltek életében fontos
szerepet jatszik a kombinatorika.
Persze a torténetnek csak a matematikai részét vegyiik komolyan! ©
A borton egyik lakoja (kérte, hogy nevét ne irjuk le, ezért itt A-nak nevezziik) azért keriilt
ide, mert feltért egy széfet, és elrabolta beldle a _
dragakoveket. Az itélethirdetésnél a bird kijelentette, [
hogy A. a széfet becsiiletesen is kinyithatta volna, ha a |
zar minden kombinacidjat kiprobalja. Azt a biintetést
szabta ki, hogy annyi 6rat toltson a bortdonben az elitélt, |
ahanyféle lehetdség lett volna a széf zarjan. Az elitélt [&
iigyvédje fellebbezett a tulzott biintetés miatt, mivel a |\
sz¢éf kodja kilencjegyl volt, s mindegyik jegye egy
szamjegy lehetett (0-tol 9-ig). Azt kérte, hogy enyhitsék
a bintetést csak olyan kodszdmok darabszamara,
melyben a szamjegyek szigortian monoton novekednek.
A fellebbezést nem fogadta el a birdsag, de enyhitette a
blintetést a monoton nodvekvd kodok szamanak
megfeleld orara.

M74a: Hany év lett volna a biintetés eredetileg?
M74b: Mennyi ideig tartott volna az iigyvéd altal javasolt biintetés?
M74c: Mennyi ideig tart a végso biintetés?

Két masik rab, B. és C. szintén egy dragakoveket tartalmazo széf feltorése miatt keriilt a
bortonbe, ketten tortek fel egy olyan pancélszekrényt, amelynek kodja tizjegyili volt, s
mindegyik jegye egy szamjegy lehetett (0-t6l 9-ig). Mindketten szereztek egy informaciot
a kodrol, de két informacidjukat nem tudtdk felhasznalni, ezért végiil felrobbantottak a
széfet.

A kddrol B. azt az informaciot szerezte, hogy a kodszam jegyeinek 6sszege 45, mig C. azt
tudta meg, hogy a kod a jegyeit valtakozo eljellel 6sszegezve (+; -; +; -; ...) nullat ad.
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A birésag mindkettejiikre azt a biintetést mérte, hogy egyikiik is, masikuk is annyi napot
t6ltson a bortonben, amennyi kéd megfelelne az informacidjuknak.

M75a: Hany kéd felel meg egyszerre mindkét informaciénak?
M75b: Kettejiik koziil B. vagy C. biintetése stilyosabb?

A negyedik rab, D. is egy ugyanilyen tipusu (10 szamjegy 0-9-ig) széfet tort fel. Neki az az
informaciodja volt a kodrdl, hogy a benne szerepld szamjegyek dsszege 85. Ezen a széfen
egy kod bedllitasa és a kinyitas probalasa 20 masodpercet vett igénybe, ezért gy gondolta,
hogy egy ¢éjszaka alatt az sszes kodot végig tudja probalni. Pechje volt, reggel ott talaltak
még a pancélszekrény mellett, amint karikas szemekkel probalgatta a lehetdségeket.

M76: Mennyi idébe telt volna D-nek az dsszes kéd kiprébalasa?

Ilyen tipust széfet akart feltérni az 6todik és hatodik rab, E. és F. is.
Koziilik E. azt az informacidt szerezte, hogy a kodban nem szerepel 0
szamjegy, a F pedig, hogy legfeljebb haromféle szamjegy van benne.
Persze hidba volt a két informacid, még mindig rengeteg lehetdség
maradt a kodra, igy tehat nem tanakodtak rajta, hanem egy iitvefurdval
feltorték a széfet, elvitték a tartalmat, és elmenekiiltek. Egy hét mulva
épp egy szép voOrdés rubinon probaltak tdaladni, amikor a renddrék
lefogtak oOket. Ugyanaz a biro itélte el oket, aki A-t, B-t, és C-t is, igy nem
csodalkozhatunk, hogy az itélet szerint annyi percet kell letolteniiik a bortonben, ahanyféle
lehetdségiik lett volna a kodszamra a két informacid birtokaban.

M77: Hany napot, hany érat és percet kell tehat az ,,intézményben” tolteniiik?

Az a négy cellatars, G. H. 1. és J., akikrél még nem esett sz6, szintén kasszafiré. Otodik
tarsuk, K. adta fel 6ket a renddrségen, azért keriiltek ide. A kasszaval minden a terv szerint
ment nekik, de az osztozkodasnal alig tudtak megegyezni. Apré ékkoveket talaltak a
kasszaban, ezek sorszamozva voltak 1-t6l kezdve sorban az utolsdig. Végiil az osztozasra
ezt talaltak ki: el6szor G. elveszi azokat az ékkoveket, amelyeknek sorszama ottel oszthato,
utana H. elveszi a maradék kovek koziil azokat, amelyek sorszama néggyel oszthato, aztan
I. elveszi a maradékbdl a 3-mal oszthatd sorszdmuakat, végiil a maradékbdl J. elveszi a
paros sorszamuakat. Az ezutan megmaradt kovek K. tulajdonat képezik. Tudjuk, hogy a
fonok kapta a legtobb ékkovet, masodik legtobbet a sofér, utanuk kovetkezett a két
kasszafurd azonos dijazassal, végiil a legkevesebbet az utcai figyel6 kapta. Tudjuk, hogy
K. 44 darab ¢kkovet kapott, s tudjuk tovabba, hogy a kovek szama 200-nal kevesebb volt.

M78a: Pontosan hany ékké volt a zsakmany?
M78b: Kinek milyen feladata volt a bandaban?

A rabok életében fontos szerepet jatszik a cella takaritdsa, minden napon mas takarit.
Sorsolassal tervezik meg mindig egy tiznapos iddszakra a takaritast, Ugy, hogy egy
emberre ne keriiljon sor tul strlin: tigyelnek ra, hogy aki tobbszor is takarit a tiz napban, a
két takaritasa k6zott legalabb harom pihendnapja legyen. Persze aki szerencsés — ,,méakos”,
az a tiz napban egyszer sem takarit.
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M79: Hanyféleképpen lehet a feltételnek megfeleléen tigy sorsolni a tiznapi takaritasi
rendet, hogy J. ne legyen ,,makos”?

Egy alkalommal nagy lehetdség kinalkozott a tiz rab szamara: uralkodoi rendelet j6tt, hogy
mind a tizen kiszabadulhatnak, ha teljesitenek egy probat. A proba ez: a rabok sorszamait
(az 1-10-ig terjedd szamokat) felirjak egy-egy papirra, s a tiz papirlapot valamilyen
sorrendben lerakjak a bortonigazgatd szobajanak asztalara. A rajuk irt szdmok nem
latszanak, mert a lapok hatlappal felfelé fekszenek. Sorban engedik be a rabokat, a szoba
egyik ajtajan, mindenki felfordithat 6t lapot, megnézheti, majd pontosan ugyanugy vissza
kell raknia a kartyakat (6r6k ligyelnek a szabalyok betartasara). Ezutan a rabnak tavoznia
kell a masik ajton, s ha kiment, akkor johet be az elsd ajton a kovetkezd rabtarsa (aki
ugyanezt teszi a lapokkal). Mikor mind a tizen jartak a szobaban, az 6rék jelentik, hogy
hany rab latta a sajat szamat. Ha mind a tiz elitélt latta a sajat sorszamat, akkor mind a
tizen szabadok, ha akar egy is van koztiik, aki a sajat szamat nem latta, akkor mindnyajan

rabok maradnak.

A proba eldtti estén beszélgetnek a rabok: = : .

A: Filk, igen kicsi az esélyiink. Mindenkinek 50%- F - - "
nyi esélye van, hogy sajat szamat megtalalja a tiz ; 3
lap kozott. Ez annyi, mintha mindenki egy F" -

pénzdarabbal dobna, és mindenkinek fejet | o
kellene dobnia. Ezt a probat szinte lehetetlen
kiallni, mert ha a pénzdarabok nyelvén mondom
el, akkor az Osszes lehetséges eset 210:1024, S - iy
ebbdl egyetlen eset jo nekiink — ha mindenki fejet
dob.

B: Akkor az 0sszes eset 1/1024 részében
szabadulunk ki... Az esélyiink egy ezreléknél is kevesebb... (Séhajok, dsszenézés, néma
csend...)

: Fel a fejjel! Nézzétek, a matematikus nagybatyam, Béla kiildott egy kis kalacsot!

: Van benne mazsola? A csiicske az enyém!

: Az én részemben valami papirszelet van!

: Add ide ... nicsak, ezt Béla nagybatyam irta! Figyeljetek, felolvasom: ,, Hallottam a
probardl, s kigondoltam, hogy hogyan ndvelhetitek a megmenekiilésetek esélyét.
Mindegyikétok el6szor balrol szamitva az annyiadik papirt hiuzza fel, amennyi a sajat
bortonbeli szama. Ezutan azt a papirt hizza fel, ahanyas szamot a felhuzott papir
mutat. Ezutdn ijra a megnézett papirlap dltal mutatott szamnak megfeleld lapot hiizza
fel, és igy tovabb, amig it papirt meg nem nézett. Ha meg akartok menekiilni, mindenki
igy cselekedjen!”

A: Vesztenivalonk nincs, kdvessiik ezt holnap!

B: En megbizok a bacsikadban.

D: En is, mert igen finom kalacsot kiildott. ..

QamgO

Vizsgaljuk meg ennek a taktikanak a tényleges esélyét! Ehhez meg kell ismerkedniink
néhany 1Uj matematikai fogalommal.

A tiz elem permutacioit felfoghatjuk gy is, mint egy tizeleml halmazon értelmezett
fliggvényt, melynek értékkészlete ugyanaz a tizelemii halmaz. Jel6léssel ugy irhatjuk le,
mintha egy fliggvény értéktablazatat irnank le, csak zardjelbe téve irjuk két sorba a
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hozzarendeléseket, az elsé sor valamely eleméhez a masodik sorban alatta levd elemet
rendeli a permutécio. Példaul:

{1 234 5 & 7 8 9
170 6 431859 27
Ha két permutéciét (mint fiiggvényt) egymds utdn alkalmazunk, egy jabb permutaciot
kapunk. Ezt a permutaciok szorzatanak nevezziik. PL.: tekintsiik az alabbi permutaciot:

1 2 3 4 5 6 7 5 9
27134 76829 15
A két permutacid szorzata ugy kaphatd meg, hogy ha egy k szamhoz az els6 permutacio n-

et rendel, és n-hez a masodik permutacio m-et rendel, akkor a permutaciok szorzata k-hoz
m-et rendeli:

Lo Yo Bende Bt T80

AR I R e B L 1234567389
Pipy= 61413313815193%7_‘1:

9 g gt poag mkefoy 267 318543

Ha forditva jarunk el, 1athato, hogy mas eredményt kapunk, tehat a permutaciok szorzasa
nem felcserélhetd.

Ha egy permuticié hozzarendeléseit ,,megforditjuk”, a permuticié inverzét kapjuk.
(Persze célszerli az elsé (fels6) elemek szerint novekvd rendbe rendezni a
hozzarendeléseket.) ime a p; inverze (jeldléssel p;™):

p=123456?89>
'"\s a9 59 93
1_f6 4
pl_lz

31859 27y f1 2345467853
34567 83/ \a 83261957

A permutacidt sajat inverzével barmelyik oldalrél megszorozva az identikus permutaciot
kapjuk, mely minden elemhez 6nmagat rendeli. Minden permutacionak egyértelmiien
meghatdrozhato az inverze a fentebbi modszerrel.

Egy permutacié négyzetének nevezik azt a permutaciot, amelyet ugy kapunk, hogy egy
permutaciét onmagaval szorzunk meg. Ha ezt ujra és ujra megszorozzuk az adott

permutacidval, akkor annak tovabbi hatvanyait kapjuk. Pl.: itt a p; permutacid elsé néhany
hatvanya:

306



oo (1 4 g 9 2_{12345678%9
S g 3 Pimls 1 36287459
s {10 BB % 2EN 4 12 3456789
21 M=

8 6 3 5 2 % 17 o5 7 6 9
5 (1234567809 6 (12 3 4 78 9
P la Bz o 6t 9 s T N N 7 8 39

Figyeljiik meg, hogy ahogy sorban hatvanyozzuk p;-et, minden egyes elemhez eldbb-utobb
onmagat rendeli p;-nek valamelyik hatvanya. Konnyen lathatd, hogy ez barmely
permutacid esetén igy van.

Ha tehat egy elemre alkalmazunk egy rogzitett permutaciot, aztan ezt az elem képére
alkalmazzuk, aztan Gjra és Gjra alkalmazzuk, mig az eredeti elemhez nem jutunk, akkor az
eredeti elem a kozben kapott elemekkel egyiitt egy ugynevezett ciklust alkot. Minden elem
csak egy cikluson beliil lehet. Az egy cikluson beliili elemek barmelyike megkaphato
barmelyik masikbol a permutécio ismételgetésével, de kiilonbozo ciklusokon beliili elemek
nem kaphaték meg igy egymasbol. A ciklusok megfigyeléséhez célszerii a permutacio
hatvanyait egymas ald irni, amig minden elem alatt meg nem jelenik 6nmaga. Ennek
alapjan minden permutaciot roévidebb (€s a szerkezetét jobban mutatd) irasmoddal
jelolhetink, gy, hogy a ciklusait az elemek megfeleld rendjében zardjelek kozt
felsoroljuk:

T245689
64 318 53)2 7
511 36 287 4 9
elgisie 4 5 § 1 21 = (165824)(3)(79)
25 3814769
alg 32619 57
12345673857

Tehat a p; permutécié egy hatelemti, egy egyelemii és egy kételemi ciklusbol all. Ha az 1-
tdl n-ig terjedd szamok halmazat valahany részhalmazra bontjuk, s az egyes
részhalmazokban levd elemekbdl dket valamilyen sorrendbe rakva ciklusokat képeziink,
akkor ezzel mindig egyértelmiien megadunk egy permutaciot. Az is igaz, hogy egy
permutaciét hatvanyozva elobb-utobb az identikus permutaciét kapjuk. Az iménti p;
permutacidnak eldszor a hatodik hatvanya volt ez.

M80a: Adjunk meg olyan 13 elemii permutaciot, amelyet sorra hatvinyozva elészor a
21. hatvanya adja az identikus permutaciét!

Most mar eleget tudunk a permutaciokrol, térjiink vissza a rabok feladatahoz!

V4

adjak meg az 1..10 halmaznak. A Béla bacsi altal javasolt modszerrel minden rab a sajat
rabszamat tartalmazo ciklus elemein ugral végig. Ha ez a ciklus legfeljebb 5 elembdl all,
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akkor biztosan megtalalja sajat szamat. Ha a sajat rabszamat tartalmazo ciklus hatelemi
vagy anndl hosszabb, akkor nem talalja meg a szamat. Tehat Béla bacsi mddszerével akkor
taldlja meg a rabszdmat minden rab, ha az asztalon Osszekevert rabszamok
A megmenekiilés esélyét az adja, ha megmondjuk, az Osszes permutacid hanyadrésze
olyan permutacid, amelyben minden ciklus legfeljebb 5 elem hosszu.

El6szor kiszamoljuk az Gsszes lehetséges permutaciok szamat, ez 10!=3628800.

A rabok szamara kedvezd esetek szamat ugy szamoljuk ki, hogy kiszamoljuk a rossz
esetek szamat, és kivonjuk az dsszes esetek szamabol.

Rossz eset, ha 6, 7, 8, 9 vagy 10 hossztusagu ciklus van a permutacioban. Ha megmondjuk,
hogy mely elemekbdl all egy k& eleml ciklus, akkor a k darab elem barmelyikét
valaszthatjuk a ciklus els6 elemének, s a tobbi elem tetszdleges sorrendje megad egy
megfeleld ciklust. igy (k-1)! a ciklusok szdma. Ennek felhasznalasaval:

Ha van 6 elemi ciklus, akkor annak elemeit ( 160) -féleképpen valaszthatjuk ki, a fentiek

alapjan 5!-féleképpen lehet a kivalasztott elemekbdl ciklust ,késziteni”, s a maradék 4
darab elemet 4!-féleképpen lehet még elhelyezni a permutacidban (azaz a borténigazgatd
asztalan).

Igy a lehetéségek szama:

(160) 51 41 = 604800

Ha 7 elemt ciklus van, akkor a lehetséges permutaciok szama hasonl6 okoskodassal:

(1_:]) - 61 - 31 =513400

Ha 8 elemt ciklus van, akkor a lehetséges permutaciok szama hasonldképpen:
(180) S 20 =453600

9 elemii ciklus esetén a lehetséges permutaciok szama hasonloképpen:

(190) .81+ 11 = 403200

Végiil a 10 elemi ciklusok szama: 9!=362880.

Osszesen ez 2342880 ,.rossz” eset. A j6 esetek szama 3628800-2342880=1285920.
A megmenekiilés esélye az, hogy hany jo eset van az 6sszes esethez képest, azaz
1285%20

T628800 o
Igy 35,44% a megmenekiilés esélye, tobb mint 362-szerese az elitéltek altal el6szor
vizsgalt esélynek!

M80b: Szamitsuk ki az esélyt 20 rab esetére, hasonlo feltételek mellett (itt 10 lapot
nézhet meg minden elitélt)!

A torténet ugy végzodik, hogy a rabok pontosan a megadott taktikat kovették, s bizonyara
még szerencséjiik is volt, mivel teljesitették a probat. Még aznap szabadon engedték dket —
az uralkodo tartotta a szavat.

Béla nagybacsinak egyik reggel csomagot hozott a postas. Egy kalacs volt benne. Felesége
azonnal felvagta, s egy kistanyéron az asztalra tette, hogy ezt egyék a reggeli kadvé mellé.
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— Van benne mazsola is, Bélam! — jegyezte meg, mikor beleharapott. — Ty, hat ez itt egy
hatalmas mazsola! — méltatlankodott Béla nagybacsi a szdjaba nyulva. — De nézd, nem is
mazsola, hanem valami 4atlatszo, csiszolt ko...

A munkalap elkészitésében segitséget kaptam a kovetkez6 matematikai jellegli rovat
,,lakoitol”:
Logikai feladvanyok rovata: http://forum.index.hu/Article/showArticle?t=9000780
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Szamrendszerek
(sorosiiveg-szamlalas és biivészkedés)

Ez a munkalap a szamrendszerekkel foglalkozik. Egy szemléletes modell segitségével
elmagyarazza a hetes szdmrendszert, s ezen keresztil mas alapti szamrendszerek
felépitését.

Néhany érdekességen ¢és sok feladaton keresztil elvezet ismeretlen alapu
szamrendszerekhez is...

Egy nagy élelmiszer-aruhaz raktarvezet6jének sok gondja van a visszavaltott sorosiivegek
pontos nyilvantartasaval. Olyan sorosrekeszeik vannak, amelyekben hét sorosiiveg fér el.
Minden hét rekeszt egy oszlopba raknak fel, s hét ilyen oszlopot tudnak egyszerre egy
targoncaval elvinni. Egy furgon szallitja el az tivegeket a raktarbol, éppen hét targonca
tartalma fér el benne. Szabaly, hogy ha hét liveg Osszegyiilik, azt mindig rekeszbe kell
helyezni, ha hét rekesz teli van, akkor azt oszlopba kell rakni, ha hét oszlop osszegytilt, azt
targoncara kell tenni, s minden hét targoncanyi iiveget azonnal el kell szallitani a
furgonnal.

Egy napon a raktaros elveszitette a nyilvantartasat, hogy aznap hany iiveg gyilt ssze.
Szerencsére emlékezett, hogy aznap két furgonnal vittek el tiveget, s latta, hogy még 6t teli
targonca all a raktarban. Mellette egy kész oszlop, amellett pedig négy teli rekesz és 6t
sOrosiiveg allt. Segitsiink neki megszamolni, hogy mennyi tiveg ez §sszesen!

Egy rekesz 7 iiveget jelent, mig egy oszlop 7-7= 7°= 49 iiveget, egy targonca 7-7-7= 7°=
343 iiveget, egy furgon pedig 7-7-7-7= 7*= 2401 iiveget tartalmaz. Tehat a raktaros gondjat
egyszerii szamitassal megoldhatjuk:

2 furgon + 5 targonca + 1 oszlop + 4 rekesz + 5 iiveg =2-7*+5-7°+1-7%+5= 6599 iiveg.
Jeloljiik a sorostivegek szdmat matematikai felirdssal: 251457, E jelolést igy olvashatjuk
ki: , kett6-ot-egy-négy-ot a hetes szamrendszerben™. Itt az als6 indexbeli kis zardjeles hetes
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szam azt jelenti, hogy 7 a valtészam az el6z6 és kovetkezd ,.taroldeszk6zok™ kozott.
(Jelolni kell a nullat is, nehogy a kiilénb6z6 taroldobjektumok keveredjenek, pl.: 20105(7))
Egy ,,forditott” feladatot is kénnyen megoldhatunk: Ha példaul tudjuk, hogy 4231 darab
sorosiiveg volt, akkor ez hany furgont, targoncat, oszlopot, rekeszt és kimarado tiveget
jelent?

Szamolhatunk igy: 2401 tiveg egy furgon, tehat egy furgon még kitelik az tivegekbdl, kettd
mar nem. Ha az egy furgonnyi 2401 darab iiveget levonjuk a 4231-bdl, akkor 1830 darab
tiveg marad. Hany targoncanyi ez, azaz hanyszor 343 iiveg? 18309-ban a 343 megvan
otszor, és marad 115 tiveg, ami nincs targoncan. Hany oszlop képezhet6 a 115 maradék
iivegb6l? 115-ben a 49 megvan kétszer, s marad 17 iiveg. E 17 {iveg két darab hetes
rekeszt és harom kimaradd {iveget jelent. Az okoskodasban a vastag betiikkel kiemelt
részeredmények ezt adjék: 4231=15223 7).

Okoskodhattunk volna egyszeriibben is! Ha 4231-et héttel elosztjuk, megkaphatjuk, hogy
hany rekesz keletkezik: 4231-ben a 7 megvan 604-szer, ¢s a maradék 3 (iiveg). Ha a kapott
604 rekesz szamat héttel osztjuk, akkor hanyadosként 86-ot kapunk 2 maradékkal, azaz az
oszlopok szama 86 (és 2 rekesz marad ki). A 86-ot, azaz az oszlopok szamat osztjuk 7-tel,
igy kapjuk, hogy 12 targonca keletkezik, és 2 oszlop marad ki. Végiil a 12 targoncanyi
rakomany 1 furgont t6lt meg, és kimarad 5 targoncanyi.

Igy is megkaptuk tehat a 152237, felirast.

Ezek szerint a 7-es szamrendszerbe konnyti atszamolni, ha az

17 al;p. eredeti szamot 7-tel osztjuk, aztan a hanyadosokkal Gjra meg
i peEE—E e Ujra ugyanezt tessziik, és a maradékokat forditott sorrendben
4 1 71 feljegyezzik.

| 5 12| Természetes, hogy a furgonon tdl is folytathaté a szamolas, ha
TRl 2 g5] mindenképp modellt akarunk hozza késziteni, akkor
| 2 g04] mondhatjuk példaul, hogy 7 furgon egy vasuti vagon, 7
i 3 4231]  vagonbdl all egy vonat, 7 vonatbol lesz egy hajorakomany stb.
e Mas szamrendszerekkel ugyanez a helyzet, ha példaul 6tos
10 szamrendszerben akarunk szamolni, akkor 6t sordsiiveg van
L egy rekeszben, 6t rekeszbdl 4ll egy oszlop, 6t oszlop egy
12 targonca stb. Akkor vagyunk gondban, ha a szamrendszer
_J_i alapja 10-nél nagyobb. Mit irjunk példaul a 13-as

szamrendszerben, ha 10 rekesz keletkezett, és 13 sorosiiveg
maradt ki? Nyilvan nem jo jelolés a 10123y, mert a négy jegy azt jelzi, hogy targoncat is
kell hasznalni, pedig errdl sz6 sincs. A megoldas, hogy 0j szamjegyeket kell kitalalni.
Jelolhetné példaul a 10-est § jel, a 11-est # jel és a 12-est T jel. Ekkor a szamunk §t (13
lenne. De ehelyett sokkal egyszeriibb ¢s kevésbé félreérthetd, ha az angol ABC betiiivel
jeloljiik az ,,uj” szamjegyeket, azaz a 10-et A-val, a 11-et B-vel és a 12-t D-vel. A szamunk
jelolése tehat AC(3). Igy minden » alapu szamrendszer esetén elmondhatd, hogy # jegy
szerepelhet a benne felirt szamokban, amelyek a 0, 1, ..., n—1 szamokat jelentik.

MB81: Készitsiink olyan Excel-tablat, amely tetszéleges 2 és 10 kozotti egész alap
esetén kiszamolja egy benne felirt szam 10-es szamrendszerbeli értékét! Legfeljebb 10
jegyre késziiljon fel, de egyetlen képlet masolasaval bévithetd legyen! Az eredményt
az ,,érték” oszlop legalsé szama adja. Hasznalhat6 az iires() fiiggvény és az "" iires
cellaérték is. Segit a fentebbi abra!
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A B [ C D [ E [ E [ G | H | [

1 a szam: alap: 7

2 | 232457 33208 4744 B77 95 13 1 a a
L3 1 1] 5 5 5 ] 1 1]
4 1] 1 2 3 4 5 3] 7
=N 1 1 501 5501 55501 B5S5501 1655501 1655501
| B |Eredmeny:

7

M82: Készitsiink olyan Excel-tablat, amely tetszdleges 2 és 10 kozotti egész alap
esetén Kiszamolja, és egy celliba irja egy 10-es szamrendszerbeli szam adott
szamrendszerben felirt értékét! Legfeljebb 8 jegyre késziiljon fel, de egyetlen képlet
masolasaval még néhany jegyre bévitheté legyen! Az eredményt az ,,Eredmény:”
melletti cella tartalma adja. Hasznalhaté a maradék() és az int()

IR hp A |B|C[D[E[F]
fiiggvény is. Itt is segit a feladat feletti abra! 1 olooooo
2| 1loooofs
Kiilon figyelmet érdemel a kettes szamrendszer. Itt csak két 3 | 200010
szamjegylnk van, a 0 és az 1. Itt kétiiveges rekeszekre, kétrekeszes 4 | 3000 11
oszlopokra, két oszlopbol all6 furgonra stb. kell gondolni. Ha 5_ 400100
barmilyen egységbdl kettd osszegyiilik, azt rogtén egy nagyobb B | 5001 0OF
egységre valthatjuk. L B001 1[0
Igen érdekes mintdzatot ad, ha példaul az els¢ 32 szam kettes —g— ; g ? |1| é é
szamrendszerbeli alakjat felirjuk. Erdemes csak az 1-esek helyére -

1. [ R M C o o] 9101008
koncentralni, az egységesebb kép céljabol a vezetd 0-kat is kiirattuk 711 molo 10 1@
az Excellel (a jobb oldali keskeny képen lathato). ERRIIGER R

12| 12|01 1 0@
M83: Készitsiik el ezt az Excel-tablat, amelyben az azonos szinii 14| 13(0 1 1 0§
teriileteket egyetlen képlet masolasaval toltjiik ki! 15| 14|01 1 1/@

B[ 15011 10
Most egy kettes szamrendszeren alapuld biivésztriikkét mutatunk 17| 186|100 00O
be. A triikk a kovetkezd: A biivész megkér néhany nézét, hogy 18| 171 0 0 O
gondoljanak egy 1 és 500 kozé esé egész szamra. Ezutan néhany ﬁ 1611 00170
hosszikas, szines lapot tart eléjik, melyeken hemzsegnek a szamok, =— ;g 1 g ? é é
a blivész megkéri a nézok mindegyikét, hogy mutassdk meg, melyik f 51110100
lapokon szerepel a szamuk. Ha egy néz6 megmutatja, a biivész épp . 10110
csak ranéz a lapokra, felnéz a plafonra, csinal néhany varazskort a 24 2101 10
palcéjaval, majd megmondja a szamot. 2l 211000

26| 25|11 0008

2ZE| 261110188
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1 Az érthetoség kedvéért csak 1-31-ig

2 készitettiik el a lapokat, mindegyik egy
s g a szines, all6 csik (baloldali kép). E
c c lapokon ,,szelldsen vannak a szamok, az
B g abra szerint egymas mellé passzitva
7 7 7 minden sorban csak egy szam lathato,
g igy kovethetjik, mely szam mely
g g lapokon szerepel. A bilivész valddi
10 10 lapjain természetesen ,,strtin {rva”

11 11 11 szerepelnek a szamok.
12 12 A lapokat igy készitettik: Minden
13 13 13 szamot kettes szamrendszerbe irunk 4t.
14 14 14 Az elsé lapon azok lathatok,
15 15 15 15 amelyeknek az utolsd kettes
18 szamrendszerbeli szamjegye 1, a
1? 15 1; mésq@ikon azok, melyeknek az utols.é
15 19 19 elotti jegyiik 1, és igy tovabb, az 6todik
0 sp lapon azok a szdmok szerepelnek,
71 7 51 amelyekben hatulrdl az 6todik helyen 1-

22 22 22 esall

73 73 23 73 Igy ha példaul a néz6é azt mondja, hogy
24 24 az els6, a negyedik és az 6todik lapon
2 25 25 latja a gondolt szamat, akkor a gondolt
26 26 26 szam kettes szamrendszerbeli alakja
27 27 27 2711001, tehat a szam
<6 = 28 1.16+1-8+0-4+0-2+1-1=25. De sokkal
= - gg gg gg egyszerﬁbb a dolgunk, ha rr}egﬁgyeljiik,
21 21 21 21 21 hogy minden lapon épp az a

kettdhatvany az elsd szam, amelyiket
jelzi az adott lap. Igy tehat csak a valasztott lapok els6 szamait kell 6sszeadni a biivésznek.
Erre van is ideje, amig fennakadt szemekkel a mutatvanyhoz tartozo hokuszpokuszokat
végzi.

M84: Készitsiik el azt az Excel-tablat, amelyben mindegyik biivész-lap mindegyik
szamat egyetlen képlet masolasaval toltjiik ki! A tablazat legyen vizszintes és
fiiggoleges iranyban is csak képletmasolassal bovitheto!

MS8S: Egy haz vizérajan elromlott a szamlalé. Mint tudjuk, 6t
korong van a 0-9 szamjegyekkel beszamozva, ezek mutatjak a
fogyasztott kobméterek szamat. Ha egy kis korong a 9-esrdl 0-
ra gordiil, akkor az eldtte levé kis korongot egy szammal
tovabbloki. A szamlalé oly médon romlott el, hogy minden Kkis
korongon ,atugrik” egy-egy szamot: az elsén az 1l-est, a
masodikon a 2-est, a harmadikon a 3-ast, a negyediken a 4-est
és az otodiken az 5-ost. Tehat példaul az elsé hat kobmétert
00001, 00002, 00003, 00004, 00006 és 00007 jelzi. Mennyit
fogyasztott a haztulajdonos, ha a szamlal6 24783 allast mutat?
Mennyit fog mutatni a hibas szamlalé, ha a haz vizfogyasztiasa eléri az 55555
kobmétert?
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Egy érdekes feladat, amelyben nem szerepel szamrendszer, de a megoldasa
szamrendszerekkel kapcsolatos:
Valasszunk ki a 0-tél 80-ig terjedé egészek koziil 16 szamot, hogy semelyik harom
kiilonb6z6 Kivalasztott szaim ne legyen egy szamtani sorozat harom szomszédos
eleme!
Ha a, b és ¢ szam egy szamtani harom szomszédos elemei, akkor a=b-d és c=a+d, ahol d a
ate b-dti&+d  2b , S
= = — =4, azaz a két szE1so
2 2 2
szam 4tlaga a kozéps. Irjuk fel a 0-80 szamokat a harmas szamrendszerben, s egészitsiink
ki vezet6 nulldkkal minden szamot négy jegyre!
Igy 0= 00003); 1= 00013); 2= 0002(3); 3= 00103); 4= 00113); 5= 00123); ... ; 80=22223, .
Most valasszuk ki azokat a szamokat, amelyekben csak 0 és 2 jegyek szerepelnek. Ilyen
szam pontosan 16 darab van. Azt allitjuk, hogy semelyik két kiilonbozo kivalasztott szam
atlaga nem lehet a kivalasztottak kozott, mert tartalmazni fog 1-es szamjegyet a harmas
szamrendszerbeli alakja. Két kivalasztott szam atlaganak szamitasakor ugyanis a benniik
szerepld harom-hatvanyok szamat tudjuk atlagolni: Tekintstink két kiilonb6zd kivalasztott
szamot, és irjuk egymas ald harmas szamrendszerbeli alakjukat! Ha egymas ala keriil két
kettes, ott az atlagban is kettes lesz. Ha egymas ala keriil két nulla, ott az atlagban is nulla
lesz. Mivel a két szam kiilonbozik, lesz olyan hely, ahol egy nulla és egy kettes van
egymas (egyik a masik) alatt. A két szam atlagaban itt egyes lesz!
Csak a rend kedvéért alljon itt a megfeleld 16 szam: 0; 2; 6; 8; 18; 20; 24; 26; 54; 56; 60;
62; 72; 74; 78; 80.
Nyilvan hasonld mddszerrel lehet a 0; 1; 2; ... ; 3"-1 szdmok kéziil is 2" darabot hasonlo
feltételekkel kivalasztani.

sorozat differenciaja. Ekkor igaz, hogy

M86: Egy ot sulybdl allo silykészlettel a (dekagrammban mérve) 1; 2; .. ; n tomegii
testek mindegyike megmérheté tgy, hogy a silyokat a kétkaru mérleg bal
serpenydjébe, a testet a jobb serpenyébe tessziik. Adjunk meg egy ilyen siilykészletet
ugy, hogy az n értéke a lehet6 legnagyobb legyen! Feltételezziik, hogy a megmérendé
test dekagrammban mérve egész tomegii.

M87: Egy ot sulybdl allé sulykészlettel a (dekagrammban mérve) 1; 2; .. ; n tomegii
testek mindegyike megmérhetd, ugy, hogy a testet a kétkari mérleg jobb
serpenydjébe tessziik, a stlyokat pedig a bal és jobb serpenydébe is tehetjiik. Adjunk
meg egy ilyen sulykészletet ugy, hogy az n értéke a leheté legnagyobb legyen!
Feltételezziik, hogy a megmérendé test dekagrammban mérve egész tomegii.

Erdekes kapcsolat van a szamrendszer alapszama és az adott szamrendszerbeli oszthatosagi
szabalyok kozott. Figyeljikk meg a tizes szamrendszer oszthatosagi szabalyait!

A kettes és az 0t0s oszthatdsag szabalya hasonlo: a 2 vagy az 5 m-edik hatvanyaval
oszthatd egy szam, ha az utols6 » jegyébdl allé6 szam oszthatd 5-tel vagy 2-vel. Ez azért
van, mert 10=2-5, s emiatt 2"|10" és 5”|10" — tehat az els6 n jegyet nem kell figyelni.

fme egy példa: 8|9363552, mert 9363552=9363-10°+552 és 8|10°, tovabba 8|552.

A kilences oszthatosaghoz a szamjegyek sszegét kell vizsgalni. Ez azon alapul, hogy
10"-1=(10-1)(10""+...+1), azaz 9|10"-1.  Egy példaval: 9]2574, mert:
2574=2-1000+5-100+7-10+1=2-(999+1)+5-(99+1)+7-(9+1)+4= (2:999+5-99+7-9) +
2+5+7+4, s ezen Osszeg elsd fele és masodik fele is oszthatd 9-cel. Mivel a 3 a 9-nek
osztdja, ezért e szabaly a 3 esetére is igaz.
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A tizenegyes oszthatosaghoz a szamjegyek valtakozo eldjelii osszegét kell vizsgalni. Ez
azon alapul, hogy 10”-1=100"-1=(100-1)(10""'+...+1), azaz 11|/10*-1, tovabba
107 4+1=(10+1)(10"-10*""+...-10+1), azaz 11]10*""'+1.

Egy példaval: 11|28567, mert:
28567=2-10000+8:1000+5-100+6-10+7=2-(9999+1)+8-(1001-1)+5:(99+1)+6-(11-1)1+7=
(2:9999+8-1001+5-99+6-11) + (2-8+5-6+7) , s ezen Osszeg elsd fele és masodik fele is
oszthato 11-gyel.

E szabalyok mas szamrendszerekre is atvihetok. Tehat egy x alapti szamrendszerben az x
Osszes osztojara, valamint az x—1 és x+1 szamok Osszes osztdira van oszthatésagi szabaly!

M88: irjuk fel a 14-es szamrendszerben minél tobb 20-nal kisebb szammal valé
oszthatdsag szabalyat! Mindegyik szabalyt példan keresztiil mutassuk be!

MS89: Igazoljuk, hogy az 1331 barmely x>3 alapu szaimrendszerben egy egész szim
kobe!

M90: Igazoljuk, hogy a 4053, egy x>5 alapi szamrendszerben nem lehet primszam!
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»Egyenletlenségek”

Sokszor kapunk olyan alkalmazott matematikai
feladatot, amelynek megoldasanal nyilvanvaldéan
latszik, hogy hozza algebrai modellt alkotva, azaz ™
egyenletet vagy egyenletrendszert készitve
megoldhat6 a feladat.

Ez a munkalap izelitot ad nem algebrai jellegi
feladatmegoldasokbol.  Ezek  teljes  értékl
megoldasai egy-egy feladatnak, akar egy
dolgozatban, akar az érettségin vagy barmilyen
szinti matematikaversenyen adunk ilyen fajta =
megoldast. Elég ugyanis barmely matematikai S=tt : : .
feladat megoldasahoz, ha megmondjuk, hogy a feladat alaphalmazanak mely elemei
megoldasok ¢és megmondjuk, hogy mas elemei miért nem Ilehetnek megoldasok.
Természetesen, ha egy feladatot okoskodassal oldunk meg, akkor vildgos fogalmazasu
mondatokban, pontosan és logikusan kell elmagyaraznunk megoldasunk gondolatmenetét.
E munkalap feladataindl érdemes odafigyelni: helyenként KIZAROLAG ,,0koskodasos”,
nem egyenlettel valdé megoldast kér a munkalap, mas helyen éppen az egyenlettel valo
megoldas a feladat!

1. feladat: Egy medencét a hideg viz csapja 1 6ra alatt, a meleg viz csapja 80 perc
alatt tolti meg. A teli medencét egy lefolyo-szivattyiival 2 éra alatt lehet iiriteni. Egy
alkalommal az iires medence megtoltéséhez kinyitottik a melegvizes csapot. 17 perc
milva megnyitottak a hidegvizes csapot is, majd Gjabb 7 perc miilva valaki véletleniil
elinditotta a lefolyot is. Osszesen mennyi idé alatt telt meg igy a medence?

Megoldas okoskodassal: Szamoljunk percekben! A hidegvizes csap 1/60, (azaz 4/240) a
melegvizes pedig 1/80 (azaz 3/240) részét tolti meg a medencének egy perc alatt. A lefolyd
megnyitasaig igy a melegvizes csap 24 perc alatt 24-3/240, a hidegvizes pedig 7-4/240
részt, azaz egylitt 6sszesen 100/240 részét toltotték meg a medencének. Tehat amikor a
lefolyét megnyitjak, akkor a medence 140/240 részét kell még megtolteni. Ha egyszerre
van nyitva a két csap és a lefolyd, akkor minden percben 1/60+1/80-1/120=5/240 része
telik meg a medencének. Ha a hatralévé 140/240 medencerészt elosztjuk ezzel, akkor
megkapjuk, hany perc alatt toltik meg az utolsé szakaszban: 28. gy a medence
megtoltésének teljes ideje: 17+7+28=52 perec.

E feladatot (és az Osszes ilyen jellegli feladatot!) még szemléletesebbé tehetjilk, ha
»id0szalagot” készitlink hozza.

0 10 20 a0 40 30 bl (perc)
I meleg
I hideg
R lefelys

Ezen jol megfigyelhetd, hogy melyik pillanatban melyik csap vagy lefolyod volt nyitva.
Az id6szalag az algebrai megoldasnal is segit, vele konnyebb a megfelel6 egyenlet felirasa.
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2. feladat: Béla feltorte a malacperselyét, amelyben csak S, 10 és 20 forintosokat
talalt. 65 pénzdarab volt benne, dsszesen 740 forint értékben. Béla megfigyelte, hogy
ugyanannyi otforintos van, mint ahany huszas. Mennyi 6t-, tiz- és huszforintos volt a
perselyben?

Megoldas okoskodéssal: Ha mind a 65 pénzdarab
10 forintos lenne, akkor 650 forint lenne a
perselyben. Ha két tizforintost kicseréliink egy ot-
és egy huszforintosra, akkor 6t forinttal noveljiik a
pénz mennyiségét, rdadasul igy teljestil, hogy
azonos darabszamu 6t6s és huszas lesz. Ismételjiik
Ujra meg ujra ezt a ,.cserét”, amig a pénzosszeg
740 forint nem lesz! A 650 forinthoz 90 forint
hianyzik, hogy 740 legyen. Ha minden ,,csere” 5
forinttal novel, akkor tehat 18 cserére van sziikség.
Azaz 18 darab otos és 18 huszas lesz, mig a
tizesek szama 2-18=36-tal csokkent. Igy 65-36=29 darab 10 forintos van.

3. feladat: Egy el6adéteremben egy csoport tanulé szeretne helyet foglalni. Ha
minden asztalhoz csak 8 tanulé iilhetne, akkor Kkilenciiknek nem jutna hely. Ha
minden asztalnal 10 iiléhely volna, akkor pedig 15 hely iiresen maradna. Hany asztal
van a teremben és hany személybdl all a csoport? (Az Egységes érettségi
feladatgyiijtemény 920. feladata az Egyenletrendszerek témakorbol.)

Megoldas okoskodassal: Mi lenne, ha 15-tel tobb tanuld lenne? Akkor a létszam épp az
asztalok szamanak 10-szerese lenne. Ha most csokkentenénk minden asztalnal a helyek
szamat, akkor asztalonként két tanuld allna fel, s akkor épp a feladat elso felében leirt eset
allna eld. Az eltérés az elsd és masodik esetben leiilt didkok kozt 9+15=24 {6, s ez az
asztalok szamanak kétszerese. Tehat 12 asztal van, s 8-12+9=105 személy.

4. feladat: Egy folyami hajoé allovizi sebessége 22km/h. Elindul a folyon lefelé A
varosbdl B varosba, ott pontosan fél 6rat all, majd a folyon felfelé visszaindul B-bdl
A-ba. Az egész utat 4 6ra 54 perc alatt tette meg. Milyen tavolsagra van egymastol az
A és a B kikot6, ha a folyo folyasi sebessége 2 km/h?
Megoldds  okoskodassal: ~ Szamoljunk  orakkal,
kilométerekkel ¢€s km/h-ban mért sebességekkel!
Tudjuk, hogy a hajo wvalédi (azaz a parthoz
viszonyitott) sebességét megkapjuk, ha a folyon felfelé
haladva az allovizi sebességébdl levonjuk, a folyon
lefelé haladva pedig az allovizi sebességéhez
hozzaadjuk a folyo sebességét. gy 20 km/h és 24 km/h
sebességeket kapunk. Ugyanazt az utat kell megtennie
felfelé és lefelé, az azonos utakon a sebesség és az id6
forditottan aranyos egymassal, mert szorzatuk allando.
A sebességek aranya 20:24 (azaz 5:6) tehat ennek reciproka a két mozgas iddinek aranya,
azaz 6:5. Az Osszes 1d6 atvaltva 4,9 ora, vagyis 4,4 6ra az oda ¢és visszaut iddinek Osszege.
Ezt fel kell osztani 6:5 aranyban, vagyis az ezt 11-gyel osztva kapott 0,4 o6rat be kell, hogy
szorozzuk 6-tal és 5-tel. A felfelé ut ideje tehat 2,4 ora, a lefelé ut ideje pedig 2 o6ra. Ha
felfelé 2,4 6ran a4t megy a hajo 20 km/h sebességgel, akkor az ut 20-2,4=48 km. (Ugyanez
jon ki, ha a lefelé ut idejébdl és sebességébdl szamolunk.)
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5. feladat: Egy haromjegyii szamban a szamjegyek osszege 17. Az elso jegy duplija a
masodiknak. A szam dttel tobb, mint jegyei négyzetiosszegének nyolcszorosa. Melyik
ez a szam?

Megoldas okoskodassal: Az elso két szamjegy Osszege haromszorosa a masodik jegynek,
ezért oszthatd kell, hogy legyen harommal. Viszont a harom szamjegy 6sszege 17, ezért az
elsé két jegy Osszege nem lehet 8-nal kisebb. Tehat az elsd két jegy Osszege csak 9, 12
vagy 15 lehet, de mivel az elsé jegy ennek kétharmada, nem lehet sem 10, sem 12. Tehat
csak 6 vagy 8 lehet, igy a szam a 845 vagy a 639. Ellendrizve: a ketto koziil csak a 845-re
teljesiil, hogy 845=(8™+4%+5%)-8+5.

6. feladat: Egy hatjegyii szam utolsé jegye 7. Ezt a 7-est a végérdl az elejére irva a
szam 4-szeresét kapjuk. Melyik ez a hatjegyii szam?

A szorzast felirthatjuk ugy, ahogy a kézi szorzast végezni kell. A megoldast az abra
mutatja.

————— e ree % B _79487-4
st ===4Y i
B s Poreuh8 7 7048
____87-4 __9487-4 1794874
— & .

7 8 7 948 717948

Minden Iépésben elvégezziik a kovetkezd jeggyel valo szorzast, de mivel a szorzando és a
szorzat szamjegyei azonosak, csak eggyel el vannak tolva, rogtén be lehet irni a szorzando
el6z6 helyi értékére (ezt a piros nyilak jelzik). A kapott szam az 179487, ez az egyetlen
lehetséges megoldas.

7. feladat: Két egész szam osszege 120, szorzata 3456. Hatarozza meg a szamokat! (Az
Egységes érettségi feladatgyiijtemény 935. feladata az Egyenletrendszerek témakorbaol)
Megoldas okoskodassal: Hatarozzuk meg a 3456 primtényez6s felbontasat! 3456 = 27-3°,
Két olyan szorzétényezore kell bontani, amelyek 6sszege 120. Ha egyik tényezoben nincs
3-as primtényez6, akkor a két tényezd Gsszege nem lenne 3-mal oszthaté. igy egyikben
kettd, masikban egy darab 3-as primtényezd lehet. Mivel mindkét tényezd kisebb kell
legyen 120-nal, ezért a 3> mellé legfeljebb harom 2-es primtényez6t lehet valasztani. A
lehetséges osztoparok tehat: (3%2%)(3-24)=72-48, (3%2%)(3:2°)=36:96, (3%:2)-(3-2°)=18-192
vagy (3%)(3-27)=9-384. Ezek koziil csak a 72 és a 48 Osszege 120, ez a két keresett szam.

8. feladat: Azt mondja egy apa a fidnak: Hiarom évvel ezel6tt én 9-szer olyan idés
voltam, mint te, viszont 6 év mulva 12-szer annyi éves leszek, mint te voltal 3 évvel
ezelott. Hany éves most az apa és a fia? (Az Egységes érettségi feladatgyijtemény 921.
feladata az Egyenletrendszerek témakorbol.) AT
Megoldas okoskodassal: Figyeljiik meg, hogy az apa mindkétszer
ahhoz az életkorhoz viszonyit, ahdny éves volt a fia 3 éve. Ennek a
9-szeresérol és 12-szeresérdl van sz, e két mennyiség kiilonbsége
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tehat a megfigyelt életkor haromszorosa. Egyik 3 éve volt, a masik 6 év mulva lesz, tehat
ezek kiilonbsége 9, igy a fit 3 évvel ezeldtt ennek harmada, 3 éves volt. Az apa 27 volt
akkor, tehat most a il 6 éves, az apa 30.

Feladatok

M91: Oldd meg okoskodassal: Xénia 80 perc alatt hordja tele vizzel a medencét,
Yvonne 70 perc alatt, Zalian 60 perc alatt. Mennyi id6é alatt végeznek a munkaval
egyiitt? (Egységes érettségi feladatgyiijtemény 626. feladata.)

M92: Oldd meg okoskodassal: Hirom egymast kovetod természetes szam négyzetének
osszege 974. Melyek ezek a szamok? (Egységes érettségi feladatgyiijtemény 698.
feladata.)

M93: Oldd meg okoskodassal: Egy parkoléban 50 jarmid all: auték,
motorkerékparok és buszok. A jarmiivek kerekeinek szama rendre 4, 2, illetve 6;
osszesen 184 kerekiik van. Hiany darab van egy-egy gépjarmiitipusbol, ha tudjuk,
hogy a buszok sziama egyotode az autok szamanak? (Egységes érettségi
feladatgyiijtemény 644. feladata.)

M94: Oldd meg okoskodassal: Egy négyjegyii szam utolsé jegye 8. Ha ezt a szam
végérol az elejére irjuk, akkor az eredetinél 3204-gyel nagyobb szamot kapunk.
Melyik ez a szam? (Egységes érettségi feladatgyiijtemény 622. feladata.)

M9S: Oldd meg okoskodassal: Egy tira egyik résztvevéje minden nap elkolti
pénzének felét és még 200 forintot. A Kitlizott tivot harom nap alatt sikeriilt
megtennie, amikor pénze elfogyott. Hany forinttal indult witnak a turista? (Egységes
érettségi feladatgyiijtemény 631. feladata.)

M96: Oldd meg okoskodassal: Egy szalloddban 24 szoba van, dsszesen 64 férdhellyel.
A szobak két-, illetve haromagyasak. Hany kétagyas szoba van? (Egységes érettségi
feladatgyiijtemény 632. feladata.)

M97: Oldd meg okoskodassal: Egy négyjegyil szim elsé két jegyének és utolso két
jegyének osszege is 10. Ha a szamot kozépen ,Kkettévagjuk”, akkor a kapott két
kétjegyii szam négyzetosszegének dupliaja 259-cel kisebb, mint az eredeti szam. Ha
forditott sorrendben irjuk le a szamjegyeket, az igy kapott szam 5454-gyel nagyobb
az eredetinél. Melyik ez a szam?

M98: Oldd meg egyenlettel az 1, 2, és a 4. feladatokat!

M99. Oldd meg egyenlettel az S. és a 6. feladatokat!

M100. Oldd meg egyenlettel az M97. feladatot!
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Hatha valaki nem ismeri...

Ez a rész olyan kozismert feladatokat gytijtott Ossze, melyek ,.kozszéjon forognak”,
mondhatni, hozzatartoznak a matematikai alapmiveltséghez. A feladatokban kozos, hogy
szellemesek, otletesek, szépek — s a megoldasukhoz tobbnyire csak logikara van sziikség.

1. Egyszer két diak vitatkozott, melyikikk jobb
matematikabol. A tanarukhoz fordultak, hogy
dontse el vitdjukat. A tanar ennek eldontésére
egy matematikai jatékot ajanlott nekik:

—Itt ez a paralelogramma alaku asztal, s itt van
egy dobozban rengeteg azonos méretii kis
korong. Az asztalra kell felvaltva letennetek a
korongokat, mindegyik6tok egy 1épésben csak
egyet tehet le. A korongok akar érintkezhetnek
is, de nem fedhetik egymast sehol, s a mar régebben letett korongokat nem szabad
elmozditani. Az veszit, aki nem tud mar tenni, vagyis akinek elGszor esik le egy
korongja az asztalrdl.

Miutan kisorsoltak, ki kezd, a kezd6 didk letette az asztalra az els6 korongot. A masik
diak ekkor megszodlalt:

— Nyertél! — A tanar a fejét csovalta:

— Nem tudok donteni, mert mindketten igen jol tudjatok a matematikat!

Miért mondta ezt a tanar? Hova keriilt az elsd korong?

Megoldas: Az els6 didk az asztal kdzepére tette a korongjat. Azt tervezte, hogy barhova
teszi is tarsa a korongjat, 6 az azt kovetd 1épésében az asztal kdzéppontjara tiikrozi a
letett korong helyét, s ezt a stratégiat tartja ezutan. Igy minden 1épésben olyan helyre
tesz, ahol biztosan van még hely, tehat csak a masik veszithet. Ezt a gondolatmenetet
végiggondolta a masodik didk is, s latta, hogy reménytelen tovabb jatszani. Amikor a
tanar latta, hogy mindketten rajottek erre a stratégiara, megdicsérte mindkettejiiket.

2. Egy travezetd egy nyolcfés csoporttal tirazik.
Egyszerre csak egy utelagazashoz érnek, ahol
négyfelé lehet tovabbmenni. A turavezetd
emlékezete szerint valamelyik uton 20 percnyi
jérasra van a turistahaz, ahol meg tudnak szallni.
Mivel egy oOra mulva s6tét lesz, ezért a
turavezetd csoportokra osztja a turistakat
(6nmagat is ,beosztva”), s azt kéri tolik, hogy
minden csoport menjen 20 percig egy-egy uton,
és akkor akar meglatjak a turistahazat, akar nem,
mindenképp forduljanak vissza. Igy ha 40 perc
mulva visszaérnek az elagazashoz, s elmondjak,
meglattak-e a szallast, akkor kideriil, melyik uton kell majd elindulni. A vezetd indulas
el6tt megtudta, hogy két tréfamester van a turistak kozt, akik néha hazudnak, néha
igazat mondanak, attol fliggen, hogy milyen épp a hangulatuk. Sajnos az nem dertilt ki,
melyik két turista lehet a tréfamester. Hogyan kell a ,.felderitdcsoportokat™ kialakitani,
hogy beszamoloik gyors mérlegelése utan mindenképp biztosan elérhessen a tiracsoport
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sOtétedésig a turistahazba? (A turavezetd becsiiletes, 6 nyilvan nem hazudik ,,sajat
maganak™...)

Megoldas: A turavezetd két haromf6s és egy kétfos csoportra osztja a turistakat. Elkildi
Oket harom uton, a negyediken sajat maga indul el. Ha 6 meglatja a szallast, nem
torodik a turistak beszamoloival, elviszi ket a sajat utjan.

Ha az 6 utjan nem volt turistahaz, akkor meghallgatja a turistak beszamolodit.

Ha minden csoport minden embere egybehangzdan ugyanazt allitja, akkor a két harmas
csoport biztosan igazat mond, s e két informacio alapjan megvan, hol lehet a szallas.
(Lehet esetleg mindkét tréfamester a kétfos csoportban, s hazudhatnak akar mindketten,
de ez igy nem lesz figyelembe véve.)

Ha egy olyan csoport van, ahol kiilénboznek a beszamolok (pl.: egyik turista azt allitja,
hogy meglattak a szallast, ketté pedig azt, hogy nem — nevezziik ezt ,.ellentmondd”
csoportnak), ott biztosan van tréfamester, ezen ellentmondd csapat tagjainak a
beszamoldit nem vessziik figyelembe, igy a tobbi csoport minden tagja biztosan igazat
mond, s beszamoloik alapjan egyértelmii, merre van a szallas.

Ha két olyan csoport van, ahol kiilonboznek a tagok beszamoldi (két ellentmondd
csoport), ott mindkettdben biztosan van hazudd tréfamester, de e két csapat koziil
legalabb az egyik biztosan haromtagl. Egy haromtagt ellentmondé csoport két tagjanak
a beszamoldja megegyezik, s mivel ez esetben csak egy tréfamester lehet a csoportban,
biztos, hogy 6k ketten igazat mondanak. Igy a haromfés ellentmondd csoportokrél
tudhatjuk, hogy megtalaltak-e a szallast, s ennek alapjan mar megmondhato, merre kell
menni.

. Egy folyd alatt kabelkéteget vezettek at, amelyben
30 kabel van. Sajnos, mindegyik kabel azonos szinii
¢és vastagsagu, igy nem lehet 6ket megkiilonboztetni.
A kabelkoteget lefektetd munkasok elfelejtették
megjelolni, hogy a folyd egyik partjan levd
kabelvégeknek melyik a masik vége a tilparton. Egy
villanyszerelonek adjak azt a feladatot, hogy deritse
ki: melyik kabelvéghez melyik talparti kabelvég
tartozik. Ehhez a szokasos eszk6zok allnak
rendelkezésére: barmelyik két kabelvéget dssze tudja
forrasztani barmelyik parton, illetve egy muszerrel
meg tudja mérni, hogy két kiilonallo kabelvég kozt
van-e fémes Osszekottetés (pl.: ellenallast mér). ;
Milyen moddon tudja a lehetd legkevesebb atkeléssel kideriteni, melyik egyik parti
kabelvégekhez melyik talparti kabelvégek tartoznak?

Egyik megoldds a tobb lehetséges koziil: Az els6 atkelés elott a szereld az egyik
parton kettesével azonos betlivel jelol, majd parosaval Osszekét egymashoz 28
kabelvéget, mig kettdt nem kot semmihez, e két ,,szabadon hagyott” kabelvéget egy-egy
X-szel megjeloli.

A szereld atkel a folyon, majd a tulsé parton megméri, melyik kabelek innensd végei
vannak Osszekotve. Kivalasztja az egyik X jeldi, ,,szabad” kabel talsé végét, és 1-es
szammal megjeloli. Ehhez hozzakéti egy innensd oldalon 6sszekotott parnak az egyik
végét, ezt 2-essel, majd e par masik végét 3-assal jeloli. A 3-assal jelolt kabelhez
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hozzakéti egy ujabb innensd oldalon Gsszekotott parnak az egyik végét, ezt 4-essel,
majd e par masik végét 5-0ssel jeloli. Az 5-0ssel jelolt kdbelhez hozzakoéti egy ujabb
innensd oldalon §sszekotott parnak az egyik végét, ezt 6-ossal, majd e par masik végét
7-essel jeloli. Ezt folytatja, amig az Gsszes par el nem fogy. Az utolso parnak a 29-essel
jelzett masodik kabelét mar nem koti 6ssze mar semmivel sem. A végén a fel nem
hasznalt X jelii masik kabel tals6 végére irja a 30-as

. X 1
szamot. & 2o
A szereld ujra atkel a folyon, majd az innensé parton % ™ 3;1
megméri, melyik kabelek tilsé végei vannak ~ E% ~5
Osszekotve. Amelyik X jeli kabel nem volt semmihez <
hozzakoétve, azt 30-assal jeloli. Amelyik X jelii kabel -
tls6 vége Ossze van kotve valamivel, az lesz az 1-es. =
Amihez az 1-es a taloldalon kétve van, az a 2-es. A 2- s 2 29
esnek az innens6 oldalon levé (azonosan betiizott) < 30

parja lesz a 3-as, amivel a 3-as a tuloldalon 6ssze van

kotve, az lesz a 4-es. A 4-esnek az innensd oldalon levd (azonosan betiizott) parja lesz
az 5-6s, amivel az 5-6s a tuloldalon 6ssze van kétve, az a 6-0s. Ha igy halad tovabb a
szereld, mindegyik tilparti szamozott kabel végét megtalalhatja.

Egy atkelés nem lett volna elég, mert barmennyi kabelt kot is 0ssze a szereld az innensd
parton, a tilparton még nem tudja azokat megkiilonboztetni egymastol.

. Egy édességlizemben egy dkg-os szaloncukrokat
gyartanak. A cukrokat tiz gép teszi zacskokba, egy
ilyen gépnek pontosan 50 cukrot kell tennie egy
zacskdba, s mivel a zacskd tomege is pontosan 1 dkg,
ezért minden ilyen cukorral teli zacské tomege 51 dkg.
El6fordulhat, hogy egy gépet hibasan allitottak be,
ilyenkor 50 helyett 51 darab cukrot tesz minden
zacskdba. Van tovabba az lizemben egy precizids
mérleg, mely dkg pontossdggal mér akar nagyobb
tomegeket is. Tudjuk, hogy egy gépet rosszul allitottak be, a t6bbi jol miikodik. Hogyan
valaszthatjuk ki egy méréssel a hibas gépet? (Rendelkezésre all mindegyik gép altal
készitett rengeteg zacsko cukor.)

Megoldas: Az els6é gép altal gyartott zacskok koziil egyet, a masodik gép zacskoibol
kettot, a harmadikébdl harmat tesziink a mérlegre, és igy tovabb, az utolso gép altal
gyartott zacskokbol tizet tesziink fel a mérlegre, dsszesen 1+2+3+...+10=55 zacskot.
Ezeknek oOsszes tomege 55-51=2805 dkg lenne, ha nem lenne hibas gép. Ahany dkg
eltérést ad a mért érték ettdl, annyi zacskoban van eggyel tobb cukor, annyiadik gép a
hibas.

. Adjunk meg a térben hét testet ugy, hogy
mindegyik pontosan harom masikat érintsen! 1 — =]

Megoldas: Szamoljuk Ossze az érintési pontok ™ E‘ J “
szamat! Mind a hét test esetében van harom-harom % )

érintési pont, ezért igy huszonegy érintési pont lett = b - \\
Osszeszamolva. De minden érintési pontot kétszer ' '
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szamoltunk, mivel két testhez tartozik. Igy az érintési pontok szama 21/2= 10,5 lenne,
de ez lehetetlen! A feladatnak tehat nincs megoldasa. (Vessiik 6ssze az 1. feladatlap elsd
két feladataval!)

. Sir és Lady Mawk 1) varosba koltoznek, s lakdsavatot szeretnének tartani. Vannak
ismerdseik a varosban, de nem akarjak, hogy csupa ismerds legyen az Osszejovetelen,
ezért a telefonkonyvbol boknek ki 4 hazaspart, akiket elhivnak. A lakasavaton tehat a
hazigazdakkal egylitt tizen vannak, koztliik nem tudni, ki, kit ismert mar régebbrol,
csak egy biztos, hogy a hazastarsat mindenki ismeri... Sir Mawk is tudja ezt, éppen ezért
korbejar éjfélkor és mindenkitdl (sajat feleségétol is) megkérdezi, hogy hany embert
ismer a tarsasagbol. Meglep6dik, mert a jelenlévok csupa kiillonboz6 szamokat
mondanak neki valaszként. Hany embert ismer Lady Mawk? (Az ismeretségek
kolcsonosek!)

Megoldas: Mivel nullat senki nem mondhatott, ezért az elhangzott valaszok az 1, 2, 3,

. 9 szamok voltak. Akinek 9
ismer6se van, az mindenkit
ismert, aki 1-et mondott az csak a
9-et ismerd személyt ismeri, tehat
6k hazastarsak. Hagyjuk ki oket a
tarsasagbol (képzeljik azt, hogy
0k hazamennek)! A maradék 8
ember mindegyikénél eggyel
csokkent az ismeretségek szama,
mert elment az a személy, aki
mindegyikiiket ismerte. Igy a 8
fos maradék tarsasdgban a Sir
Mawk-on  kivilli  személyek
ismeretségeinek szama: 1, 2, 3, 4,
5, 6, 7. Aki koziilik 7 személyt
ismer, az mindenkit ismer, ismeri
az 1 ismeretségiit is, de az csak a
hazastarsat ismeri, tehat 6k hazastarsak. Oket ,képzeletben hazakiildve” ugyanilyen
hatfs tarsasagot kapunk, és igy tovabb, egészen addig, amig csak ketten maradnak: Sir
Mawk és egy olyan személy, aki egyik eltavozott személynek sem hazastarsa. O csak
Lady Mawk lehet, az eddigiek szerint 6 ismerte a négy eltdvozott hazasparnak egy-egy
tagjat. Ismeri tovabba Sir Mawk-ot is, tehat 5 személyt ismert.

Sir Mawl

. Egy sakktabla 64 mez6je lefedhetdé 32 olyan ,,domindval”,
amelyek kozil mindegyik pontosan két mezo6t takar el. De [
hogyan fedhet6 be a sakktdbla 31 domindval gy, hogy a két
atlésan szemben fekvd sarokmez6 maradjon szabadon?

Megoldéas:
i Nem létezik ilyen lefedés, mivel az atlésan szemben

fekvé mezok azonos szinliek. Egy dominé mindig egy
sOtét és egy vilagos mezot fed le. A 31 domino lerakasa utan egy vilagos és egy
sotét mezonek kellene kimaradni.
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8. Egy tokéletesen kor alaku toban uszol. Epp a té kozepén vagy, amikor megjelenik a
parton egy ¢hes oroszlan. Az oroszlan szerencsére nem tud iszni, de ha a parton elkap,
megesz. A szarazf6ldon ugyanolyan gyorsan tudtok futni, tehat ha kiérsz a partra, és az
oroszlan épp nincs ott, akkor megmenekiiltél. Viszont az oroszlan 4-szer gyorsabban fut
a szarazf6ldon, mint ahogy Te a vizben uszol! Hogy tudsz megmenekiilni?

Megoldas: Legyen R sugari a td. Elkezdesz kifelé iszni, amig az R/4 sugaru kort
majdnem eléred. Ezen a koron beliil korbetiszva még gyorsabb vagy az oroszlannal,
mert pont R/4 sugard kornél lesz négyszer akkora a part keriilete. Igy el tudod érni,
hogy az oroszlan pont a legmesszebb legyen, amikor ,,majdnem” eléred R/4 kort (akar
0,01R-nyire megkozelitheted ezt a kort a 0,24R sugarti koron.) Ekkor elindulsz a
legkozelebbi part iranyaba. Ez 3/4R és egy ,pici” (azaz példankban 0,76R). Az

oroszlannak van R-m (félkérnyi) utja. Ezek aranya: 0—7;6z 4,13, tehat tobb mint 4-szer

El

akkora utat kell megtennie, mint neked, igy kiérsz, miel6tt 6 odaérne.

9. Harom  kereskedd  érkezett egy
szallodaba, s kényelmes szallast kértek
a tulajdonostdl, aki egy haromszobas
lakosztalyt ajanlott fel nekik 30
dollarért. A kereskedok felmentek,
hogy = megnézzék. Megfelelonek
talaltak mindent, s igy fejenként 10-10
dollart Osszeadtak, és atnyujtottak az
Oket felkisérd haziszolganak. Amikor a haziszolga atadta a tulajdonosnak a 30 dollart,
az akkor j6tt ra, hogy tévedett, hiszen a hiromszobas lakosztaly ara csak 25 dollar. Igy a
haziszolgaval visszakiildott 6t darab egydollarost. A haziszolga a lépcson felfelé menet
arra gondolt, hogy nehéz volna az ot darab egydollarost harom ember ko6zott
szétosztani, s ezért kettdt zsebre vagott, a harom keresked6nek pedig 1-1 dollart adott
vissza. Igy tehat végiil mindegyik kereskedé adott tiz dollart, de egyet visszakapott, igy
mindegyikiik 9 dollart fizetett. Ez 3 x 9 = 27 dollar; két dollar a haziszolga zsebében
maradt, s ez eddig 6sszesen 27 + 2 = 29 dollar, pedig eredetileg harman 30 dollart adtak
Ossze. Hova tlint a harmincadik dollar?

Megoldas: A kiadott 30 dollarbol 25 volt a szoba ara, kettd pedig a haziszolga zsebében
pihen — mig el nem kolti... Ez pedig egytitt 27 kifizetett dollar, amely a kereskeddk
Osszkiadasa. A maradék 3 (azaz 1-1-1) dollar a kereskeddk zsebében lapul, igy megvan
a 30, nincs semmi hiba! Mi a rossz akkor a fenti okoskodasban? Az, hogy a hotelszolga
altal ellopott két dollar mar benne van a 27-ben, hiszen ez is a kereskeddk kiadasa volt, s
ujra beszamolja a feladat. A kereskeddknél levd 1-1-1 dollarrdl viszont a feladat
okoskodasa szdt se ejt, pedig ezzel egyiitt van meg az
eredeti 30 dollar.

1. ekendezée a négy dirab ey
hdromszaget alloot

10. Hogy lehet ez?
A mellékelt abran kétféle elrendezésben raktuk &ssze
ugyanazon sikidomokat. Ugyanazoknak a daraboknak | weesss sk dusbir
ugyanazt  hivcarsedget alkotjile - de

egyszer nagyobb, egyszer kisebb a teriiletosszege! ot gy gyzee i
Mi a nyitja a latszélagos ellentmondéasnak?
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Megoldas: Helyezziik egymasra a két abrat! A nagy haromszég AB atfogdjanak

meredeksége %z 0,3846, a piros haromszog atfogdjanak meredeksége %: 0,375, a

kéké pedig % =0,4. Ezek alapjan tehat a hdrom haromszog atfogdja nem fedi egymast!

Helyezziik egymasra a két abrat, igy a nagy haromszog AB atfogdja ,,ala” keriil az els6
B abra P pontja, mig ,,f6l¢” keriil a masodik
abra Q pontja. Igy nyilvanvald, hogy a két
abran nem haromszogeket raktunk ki a
darabokbdl, hanem eldszor egy konkav
Q/ P APBC, masodszor pedig egy konvex
AQBC négyszoget. A két abra egymasra
helyezésével a  hosszukds  AQBP
A C  paralelogramma keletkezik, amelynek
teriilete éppen egy teriiletegység. Ez alakul at tehat a ,,semmibdl keletkez6” kis
négyzetté!

Feladatok:

M101: Egy asztalon kilenc kiilsére teljesen egyforma biliardgolyonk van. Azonban az
egyik biliardgolyé egy Kkicsit nehezebb, mint a tobbi nyolc.

Van egy kétkari mérlegiink, melynek mindkét serpenydjébe tehetiink
pénzdarabokat. Két mérésbél meg kell allapitani, hogy melyik a nehezebb
biliardgolyé. Hogyan csinaljuk?

M102: Van tizenkét pénzdarabunk, melyek koziil valamelyik hamis, azaz tomegében
eltér a tobbitél, de nem tudjuk, hogy konnyebb vagy nehezebb azoknal. Van egy
kétkaru mérlegiink, melynek mindkét serpenydjébe tehetiink pénzdarabokat.
Allapitsuk meg 3 méréssel, melyik a hamis pénzdarab!

M103: Van egy 36 emeletes épiilet és van 2 db ugyanolyan fajta tojasunk. Ha
valamelyik emeletrdl kidobjuk valamelyik tojast, és tul magasrél dobtuk, akkor
osszetorik, de ha nem elég magasrol, akkor teljesen ép marad. Kisérletezhetiink:
kiillonb6z6 emeletekrdl ejthetjiik a tojasokat, hogy megvizsgiljuk, olyan magasroél
osszetorik-e. Hogyan allapitjuk meg legkevesebb probalkozasbo6l, hogy pontosan
hanyadik emeletig marad ez a fajta tojas sértetlen, ha ledobjuk?

M104: Négy embernek egy rozoga hidon Kkell atmennie sététben egy zseblampa
segitségével. Egyszerre csak ketten tudnak atmenni és lampa nélkiil nem, tehat csak a
»ketten atmennek egy visszajon” modszer lehetséges. Az emberek maximalis
sebessége Kiilonbo6zo, igy rendre 1, 2, 5 és 10 perc alatt érnek at, ha egyediil vannak.
(Két ember egyiitt a lassabbik sebességével halad.) At tudnak menni mindnyajan 17
perc alatt?

M105: Hisz embert az alabbi Kisérletre kériink fel. Sorba allitjuk dket nagysag

szerint, hatul a legmagasabb, elol a legalacsonyabb. Mindenkinek a fejére tesziink egy
sapkat, pirosat vagy kéket. A sorban allas olyan, hogy mindenki latja az elétte allo
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Osszes személy sapkajat, de a sajatjat és a mogotte Aallokét nem. Most a
legmagasabbtél elére haladva mindenki megtippeli a sajat sapkaja szinét. A
résztvevok célja az, hogy minél tobben talaljak el a helyes valaszt. A résztvevik
tudjak elére a feladatot, és megfelelé stratégiat beszélhetnek meg. Mi legyen ez a
stratégia, hogy a lehet6 legmagasabb legyen a talalati arany?

M106: Egy tutajosnak at kell szallitani a masik partra a kaposztat, a kecskét és a
farkast. Ugyelni kell arra, hogy a csénakban csak egyikiiknek van hely, és ha a farkas
egyediil marad a kecskével, akkor megeszi, s ugyanez torténik, ha a kecske egyediil
marad a kaposztaval — itt a kecske eszi meg a kaposztat. Hogyan oldja meg a tutajos a
feladatot?

M107: Egy vadasz 10 km-t délre, 10 km-t nyugatra, 10 km-t északra ment, és
ugyanoda jutott, mint ahonnan elindult. Hiny oroszlint l16het még aznap?

M108: Harom kannibal és harom szerzetes all a foly6 egyik partjan. Talalnak egy
iires kétszemélyes csonakot. Mindnyajuknak épségben at kell menni a folyon. Ha
valamelyik parton tobbségbe keriilnek a kannibalok, akkor megeszik a szerzeteseket.
Hogyan cselekedjenek?

M109: Egy 1 méter hosszu rudra véletlenszeriien egyszerre 20 db hangyat ejtiink ra,
melyek a rudra érve rogton elkezdenek maszni valamelyik iranyban. Mindegyikiik
sebessége mindkét iranyban 1 cm/sec. Ha két hangya dsszetaldlkozik, akkor
mindketten megfordulnak, s ellenkezé iranyba kezdenek maszni ugyanakkora
sebességgel. Ha egy hangya eléri a rud valamelyik végét, akkor lepottyan. Legfeljebb
hany hangya lehet a ridon a hangyak induliasa utin 100 masodperccel?

M110: Négy személy 1iszik a vizben, mindegyik mindegyiktdl S méter tavolsagban. Az
elsé személy egy holgy, bikinit visel. A masodik személy is holgy, rajta egyberészes
fiirdoruha van. A harmadik személy egy férfi, rajta fiirdonadrag van. Mit visel a
negyedik személy?
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Végtelen torténet

Hol van a végtelen? A fejiinkben. Talan épp emiatt van, hogy foképp a matematika
foglalkozik vele. A matematikan beliil szamos meghokkenté dolgot ,produkal”,
paradoxonok és meghokkentd eredmények termckeny taptalaja a végtelen. A
matematikusok a XIX. szazad végén kezdtek behatdan foglalkozni vele. Georg Cantort, aki
a végtelen meglepd tulajdonsagait eldszor mutatta meg, forradalmi gondolatai miatt jo
ideig eretnekként kezelték koranak matematikusai.

Barangoljunk egy kicsit a végtelen vilagaban!

Eleai aporiak nyomdban

Eleai Zénon, Zeno (Elea, i. e. 490 —i. e. 430) gorog filozofus tobb végtelennel kapcsolatos

paradoxont (azaz latszélagos vagy valodi  logikai 5

ellentmondast) fedezett fel. Ezek egyike azt allitja, hogy egy

eldobott k6 soha nem ér célba, a masik pedig, hogy Akhilleusz
soha nem ¢éri utol a tekndsbékat:

1. Zéndn nyolclabnyira all egy fatol, kezében egy kovet tart.
A kovet a fa felé hajitja. Ahhoz, hogy a ko eltalalja a fat,
eloszor meg kell tennie a koztik 1év6 tdvolsag, azaz a
nyolc lab felét, ehhez pedig valamennyi id6re van
sziiksége. Ezutan még mindig hatra van négy lab, ennek
megtételéhez pedig eloszor ennek a felét, vagyis tovabbi
két 1abat kell repiilnie, és ehhez ismét adott id6 kell. Ezutan
tovabbi egy, majd fél, majd negyed labat kell megtennie, és
igy tovabb a végtelenségig. Zénon kovetkeztetése: a ko
sohasem ¢éri el a fat.

2. Akhilleusz, a gyorslabu gérég hds versenyt fut egy tekndssel. Mivel igen gyors, szaz
lab elényt ad a hiillonek. Ahogy elindul a verseny, Akhilleusz par ugrassal ott terem,
ahol a teknds ,.futni” kezdett. Ez alatt az id6 alatt azonban a teknds is halad egy
keveset, talan par labnyit. Akhilleusz egy tjabb 1épéssel ott terem, 4&m ezalatt a teknds
ismét halad egy kicsit, és még mindig vezet. Akarmilyen gyorsan ér is oda Akhilleusz,
ahol a teknos egy pillanattal korabban volt, amaz mindig egy kicsit eldbbre maszik
ezalatt. Zéndn érvelése azt latszik igazolni, hogy a gyors Akhilleusz sohasem fogja
megel6zni, de még csak el sem érheti a lasst teknost.

100m

1
=
=

10mm

)
100 110
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A matematika megtalalta a latszolagos paradoxonok feloldasat (bar a paradoxon altal
felvetett filozofiai problémakra nem ad vélaszt). A paradoxon ugyanis azt sugallja, hogy ha
valami végtelen sokszor torténik, akkor soha nincs vége, azaz hogy ha végtelen sok
tavolsagot vagy idot kell 6sszegezniink, akkor ez megoldhatatlan, mert soha nem érhetiink
a végére.

A matematikat tanulok mar az altalanos iskolaban talalkoznak a probléma matematikai
feloldasaval, csak lehet, hogy nem ismerik fel. Amikor az 1/3 tortet tizedes tortbe
atszamoljak, s megallapitjak, hogy ez egy végtelen szakaszos tizedes tort, akkor
tulajdonképpen a 0,3333...=0,3+0,03 + 0,003 + 0,0003 + 0,00003 +... végtelen 6sszegrol

beszélnek. A matematika tehat ,,atlép” a paradoxonon, s hogy a ko célba érjen, s hogy
sebes labu Akhilleusz utolérje a poroszkald hiill6t, elfogadja, hogy végtelen sok véges
mennyiség Osszege lehet véges — persze csak megfeleld esetekben. Ha végtelen sokszor
adunk Ossze 1-et, az a matematikdban sem ad véges eredményt... Ha elfogadjuk, hogy
végtelen sok valos szam Gsszege lehet egy valds szam, akkor az alapmiiveletek szabalyai
alapjan matematikailag korrekt mddon levezethetok a végtelen Osszegek miiveleti
szabalyai, tovabba az is, hogy egy végtelen Osszegnek legfeljebb egyféle szam lehet az
eredménye.

A végtelen sok tagbol allo Osszeget a matematikaban (végtelen) sornak nevezik, s igy
jelolik:

00
a+a,+a,+a,+a;+as+..= Y a,
n=1

Milyen esetekben lehet véges egy sor dsszege? Nem egyszerii altalanosan vélaszolni. ime,
a legegyszertiibb feltétel: minden olyan mértani sorozat esetén véges a sor 9sszege, ahol a
g hanyados (kvociens) abszolutértéke 1-nél kisebb.

Egy okoskodast mutatok a |g|<l feltételt teljesitd végtelen mértani sorok Osszegének
meghatarozasara. (Itt fel fogom haszndlni a végtelen Osszegek néhany fentebb emlitett
miiveleti szabalyat, illetve azt, hogy 1étezik az dsszegiik.) Jeldlje S az 6sszes (végtelen sok)
elem 6sszegét!

S=a,+a,+a,+a,+a;+a, +..=a, +aq+aq’ ++aq’ +aq’ +aq’ +..

Szorozzuk meg ezt az egyenldséget mindkét oldalon g-val:

qS =qa, +qa, +qa, +qa, +qa; +qa, +..=a,q+aq’ ++a,q’ +a,q* +a,q’ +a,q° +...
Megfigyelhetd, hogy az elsd végtelen Gsszeg jobb oldalaban szerepel a masodik végtelen
Osszeg jobb oldala. Helyettesitsiink be ennek megfelelden az elsé egyenlet jobb oldalaba,
majd fejezziik ki S-et a kapott egyenl6ségbol!

S=a, +4qS

S(-g)=a

§=2
I-¢

Az utolso sor tehat a végtelen 6sszeg kiszamitasanak képlete. Ellendrizziik le a 0,33333...
esetére! Itt az els6 elem 0,3 és a kvociens 0,1:
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A képlet tehat alkalmazhat6 végtelen szakaszos tizedestortek kiszamitasara.

Cantor ,,paradicsoma”

Georg Cantor német matematikus 1874-ben a Crelle Journal fiir die reine und angewandte
Mathematik ciml folydiratdban publikalt egy cikket, amely halmazok szamossagaval, s
ennek kapcsan magaval a végtelennel foglalkozik. A forradalmi cikk el6tt a matematikusok
nemigen gondoltak arra, hogy végtelen halmazok elemeit lehetséges volna értelmesen
megszamolni, illetve a ,,végtelen sok” elemili halmazoknak kiilonboz6 ,,elemszamuk™ lehet.
Cantor mddszert talalt végtelen halmazok ,,6sszemérésére”, megadta, hogy két végtelen
halmazt mikor tekinthetiink kiilonb6z6 és mikor azonos ,,méretiinek”, szimossagunak, s
igazolta, hogy van legalabb kétféle végtelen szamossag.

E részben attekintjiilk Cantor néhany lényeges gondolatat, 4m megismerésiikkh6z néhany
alapvet6 fogalom tisztazasa sziikséges. Minddssze annyit kellene vilagosan latni, hogy mit
jelentenek a természetes szamok, mit is csindlunk pontosan, amikor megszamolunk
valahany dolgot. A matematikdban a megszamlalandé dolgokat halmazokba tessziik, igy
kezeljik, s a megszamolas végeredményét a halmaz szdmossdganak nevezzik. (A
mindennapi élet szamolasi feladatainal az eredmény mindig egy természetes szammal is
kifejezhetd.)

Hogy ugyanannyi huszar van-e a kaszarnyaudvaron, mint ahany 16, azt konnyen
eldonthetjiik, ha kiadjuk a parancsot: ,,Lora!” , majd megnézziik, maradt-e gyalogos huszar
vagy huszar nélkiili 16.

Két halmaz elemeinek szdma, azaz szamossaga
egyenld, ha létezik koztik koélesondsen egyértelmil
megfeleltetés, azaz ,parba allitas” (szakkifejezéssel:
bijekcio).

Példaul: A= {hétfo; kedd; szerda; csiitortok; péntek}
B={1;3;5;7;9}

E két halmaznak ,ugyanannyi” eleme van. Ennek
matematikai jelolése: |A| = |B|

Ha 1étezik bijekcid egy ismeretlen szamossagt ,,H”
halmaz és egy olyan halmaz ko6zott, amelyrél mar tudjuk, hogy 6t eleme van, akkor azt
mondjuk, hogy H szdmosséaga is ot. Jelolés: [H|=5.

Van-e olyan halmaz, amelynek szamossaga 5 és mindig kéznél van, hogy parba allitsuk
vele a még ismeretlen szdmossigi halmazok elemeit? Igen! Ime: K={hiivelykuij;
mutatoujj; nagyujj; gydrlsujj; kisujj}: ez egy természetes modon adodd halmaz a
szamossag megallapitdsdhoz, s amikor ujjainkon megszamolunk valamit, valéban e
halmazt hasznaljuk a ,,parba allitashoz”.

A szamossdg fontos tulajdonsdagai: Ha két halmazra |A|=|B|, akkor [B|=|A|. Ha harom
halmaz esetén: |A|=|B| és |B|=|C|, akkor |AJ]=|C]|.

Mindig igaz tovabba |A|=|A] is. C D
Végesnek neveziink egy halmazt, ha egy elemet 1 0
hozzavéve szamossaga megvaltozik. . 5
Véges halmaznak nevezziikk azokat a halmazokat, <0 —1
amelyeknek  szamossaga  leirhatd valamely

természetes szammal. 4 3
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Két nem egyenld szamossagu halmaz koziil az a nagyobb szamossagt, amelynek van a
masikkal azonos szamossag valddi részhalmaza. Példaul az abran |C[>D|, mert nincs
kozottiik bijekeid, de C egyik valodi részhalmazanak esetére van bijekcio.

Cantor otlete az volt, hogy végtelen halmazok kozott is lehet bijekcio, s ekkor ez azonos
szamossagot jelent.

Megtoldanank ezt azzal a tétellel, hogy ha A és B végtelen halmaz esetén A és B egy
részhalmaza kozt, illetve A és B egy részhalmaza kozt is van bijekcio, akkor A és B
szamossaga egyenlo.

Két végtelen halmaz kozil A szdmossaga nagyobb B szdmossdganal, ha nem létezik
koztiik bijekcio, de A egy részhalmaza és B kozott mar 1étezik.

Példa: A={1;2;3;4;5;6;...} és B={-1;-2;-3;-4;-5;-6; ... }
x 1 2 3 4 5 6 7 8 . |
f(x) 1 2 3 4 5 6 7 8 ... |
Bijekcid: flx)=—x Emiatt |A|=B|

Mas példak, kérdések: Van-e bijekcio N és a kovetkez6 halmazok k6zott?
e A= N\{0} ={1;2;3;4;5;6; ...}
* B= {paros természetes szamok} = {0; 2; 4; 6; ...}
* (= {a 10 pozitiv egész kitevojli hatvanyai} = {10; 100; 1000; 10000; ...}

N: x 0 1 2 B 4 5
A: fi()=x+1 |1 2 3 4 5 6
B: f()=2x 0 2 4 6 8 10
C: fi(x)=10""" 110 1100 11000 10000 (100000 1000000

Valasz: 1gen, a tablazatban lathatd a harom bijekcio, amelyek alapjan mindharom halmaz
ugyanolyan szamossagu, mint N.

N szamossaganak jele: 8y (alef-null). Neve: megszamlalhatoan végtelen szamossag.
Megallapithato, hogy az egész szamok halmaza megszamlalhatoan végtelen szamossagu.
Az allitast az alabbi tablazat igazolja.

x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ‘

) 0 1 1 2 2 k3 4 4 55 |

Az eddigicket Osszefoglalva: megszamlalhatoan végtelen szamossag szemléletesen azt
jelenti, hogy egy halmaz elemeit be tudjuk sorszamozni a természetes szamokkal.
Két meglep6 allitas:
1. A racionalis szamok halmaza megszamlalhatdan végtelen szamossagu.
2. A valés szamok halmaza nem megszamlalhatéoan végtelen szdmossagu.
Szamossaganak jele: X (alef-egy), a neve pedig: kontinuum-szamossag.
E két bizonyitds nehezebb az eddigieknél, ezért kiilon dokumentumban, a honlapon
olvashatok.
A kontinuum-szdmossag nagyobb, mint a megszamlalhatéan végtelen szdmossag, mivel a
valos szamok halmaza részhalmazként tartalmazza a természetes szamok halmazat, tehat
szamossaga sem kisebb, sem egyenld nem lehet a megszamlalhato szamossaggal.
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Megemlitjiik, hogy barmely intervallum, s6t a sik és a tér is kontinuum-szamossagu
halmaz.
Sok fejtorést adott a matematikusoknak, hogy létezik-e olyan halmaz, amely X, -nal
nagyobb, de X;-nél kisebb szamossagu. Ezt a sokdig megoldatlan problémat kontinuum-
hipotézisnek nevezik. Ma mar tudjuk, hogy a kontinuum-hipotézis nem donthetd el a
korabbi ismeretek felhasznalasaval, nem okoz ellentmondast, ha igaznak tekintjik, de az
sem, ha hamisnak vessziik.
Cantor elmélete szamos bizonyitast leegyszertsitett, j lendiiletet adott régi problémak
igazolasahoz.
Csak egy példa erre: Felvetodik a kérdés, hogy minden irracionalis szam felirhatd-e
racionalis szamokbdl kiindulva, a négy alapmivelet és gyokvonasok véges sokszori
alkalmazasaval. Igazolhaté, hogy az ilyen alakban eléallithatdé szamok halmaza
megszamlalhatdan végtelen, mig az irracionalis szamok halmaza kontinuum szamossagu.
Tehat kell lennie olyan irracionalis szamnak (mégpedig kontinuum-végtelen soknak), mely
nem irhat6 fel a megadott alakban — megvalaszoltuk a kérdést!

3
Cantor életmiivét Hilbert az 1900-as nemzetk6zi matematikus kongresszuson a kovetkezo
mondattal méltatta:
,,Senki sem tizhet ki minket abbdl a paradicsombdl, melyet Cantor teremtett nekiink.”

Kapcsolodo feladatok:

M111a: Ellenérizziik le a képlet segitségével az 1/7 tizedestort alakjanak helyességét!
M111b: irjuk fel a képlet segitségével a 0,231 végtelen szakaszos tizedestortet két
egész hanyadosaként!

M112: Igazoljuk a képlet segitségével, hogy egy irracionalis szim nem lehet végtelen
szakaszos tizedestort!

M113: Az 592-nek tobbszorose a 9990000. Igazoljuk a képlet segitségével, hogy
minden egész szamnak van olyan tobbszorose, amely 9-es szamjegyekkel kezdodik, 0
szamjegyekre végzddik, s ezeken kiviil nem tartalmaz mas szamjegyet!

M1114: Helyezziink at egy gyufaszalat, hogy igaz egyenléséget kapjunk!

e —

Il —

[irj — |

M115: Adjunk meg egy bijekciét a ]0;3[ intervallum és a valés szamok halmaza
kozott!

M116: Igazoljuk, hogy egy négyzet pontjainak szamossaga kontinuum-szamossag!
M117: Létezik-e olyan valés szamok halmazan értelmezett fiiggvény, mely minden
intervallumban minden valés értéket felvesz?

M118: Adjunk meg olyan korlitos halmazt (egy megfelel6 kor belsejében ,elférd”
halmazt), amely egybevagé valamely valédi részhalmazaval!

M119: Végezziink kis kutatast a Cantor-elmélettel — -~ =
kapcsolatban: mi a Grand-Hotel-paradoxon? _—
Cantor elméletének mely része és hogyan ad
valaszt a paradoxonra?
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M120: A 4. munkalap arrdl szél, hogyan alkothatunk sikbeli képet centralis projekci6
segitségével térbeli ponthalmazokrol. Valaszoljuk meg ennek segitségével, hogy lehet,
hogy a fényképeken ,a végtelen megjelenik” (pl.: egyenes orszagit két szélének
talalkozasi pontja)? Mi a feltétele annak, hogy megjelenjen egy fényképen?

(A mellékelt abran pirossal van bekarikazva a ,,lefotézott végtelen”.)

(Kiilon nem jeleztem, de a szovegben néhany adat és megallapitas a wikipédia megfeleld
oldalairdl szarmazik.)
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A gyokok vilaga

Ez a munkalap olyan témakdorokkel, olyan feladatokkal, matematikai érdekességekkel
foglalkozik, amelyek mindegyike gyokokkel, gyokvonassal kapcsolatos.

Lanctortek

a) Az okori gorog matematika egy problémaja volt két adott szakasz k6zos mértékének
meghatarozasa. Ez a k6z6s mérték egy olyan szakasz, amely mindkét szakaszra pontosan
egész szamszor mérhetd fel. A kozos mérték meghatarozasa céljabol két adott a; és egy
nala kisebb a, szakasszal a kovetkez6 miiveletsorozatot végezték el:

Felmérték az a, szakaszt az a, szakaszra, ahanyszor csak rafért. A maradék szakaszt
(nevezziik as-nak), ramérjik az elézdre (a,-re), ahanyszor csak rafér. Utana a maradék
szakaszt (nevezziik as-nek), ramérjiik az elézoére (as-ra), ahanyszor csak rafér stb. ezt az
eljarast addig ismételgetjiik, mig egyszer a révidebbik szakasz éppen valahanyszor rafér az
el6zore, s nincs maradék szakasz. Ilyen esetben a legutolsé felmért szakasz a k6z6s mérték.

a2, maradék
4
maradél
a3
——e e e
N
[
4
maradék
4y
e I . .
a a, g tnes maradék

Az abran az as szakasz lett a k6zOs mérték. De néha sokaig tart ez a ,raméregetés”.
Probaljuk meg egy egységnyi oldali négyzet atlojat 6sszemérni a négyzet oldalaval!

B B
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Az AB atlot x jeloli. Mérjik (korozziik) ra B-tdl kezdve a BC=1 tavolsagot! A maradék az
AD szakasz lesz. Mivel BAC szog 45°o0s, igy AED haromszog egyenld széard, azaz
AD=DE.

E pontbdl a berajzolt korivhez huzott két érintdszakasz egyenld, azaz DE=EC. A
kovetkezo osszemérésnél AC-t (=BC-t) és DA-t (=EC-t) kell 6sszemérni. DA(=EC) kétszer
fér ra AC-re, de elsd felmérés utan AE és EC(=AD) tovabbi vizsgalata tijra egy négyzet
oldalanak és atlojanak Osszehasonlitiasa lesz, ami ugyanaz a probléma, mint az elején!
Tehat Gjra meg ujra elvégezhetjiik ugyanazokat a 1épéseket, s mindig ugyanolyan
Osszehasonlitast kell végezni, csak egy kisebb abran. Ezek szerint a négyzet oldalanak és
atlojanak nincs kozos mértéke! Az ilyen szakaszokat Osszemérhetetlen szakaszoknak
nevezziik. (A hagyomany szerint amikor az 6korban a gorog piithagoreusok felfedezték,
hogy léteznek nem Osszemérhetd szakaszok, ugy cérezték, hogy ez bearnyékolja a
matematika szépségét, s probaltak titokban tartani felfedezésiiket. )

Nem nehéz belatni, hogy két szakasz pontosan akkor Osszemérhetd, ha az aranyuk

racionalis szam. Miutan Pitagorasz tételébdl kovetkezik, hogy a fenti x szakasz hossza V2 s
ezért azt igazoltuk, hogy a 2 nem racionalis szam.

A fenti abran a szakaszok felmérése a kovetkezd egyenldségeket adja:%:%, azaz

woAE_AE 122D 1 ) A gjunk mindkét oldathoz 1-et: x+1=——
EC 4D x—1 x—1 x—1

Vegyiik mindkét (nem 0) oldal reciprokat: % = x —1, majd adjunk mindkét oldalhoz 2-t:
X+

2+ . =x+1 Jeloljiik az x+1-et a-val:
x+1
a=2+l *
a

Vegyiik észre, hogy a (*) jelzésii egyenletbe behelyettesithetjiik Gnmagét az a helyére. igy

olyan egyenletet kapunk, amely ismét igaz lesz a-ra: a=2+ . Ezt ismételgetve

2+—

a
kaphatd, hogy a megoldasa végtelen sok hasonlo egyenletnek, mely ilyen alaku:
a=2+ !

1
2+
2+ !
1

2+—
Fentebbiek miatt a=1+ \E .

b) Tekintsiik a kovetkezd egyenletet:
x=1+ 1 (**)
X

Ha x-szel beszorozzuk, akkor a kovetkezd masodfoku egyenletet kapjuk: x> —x—1=10
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1+4/5
2
errdl volt mar sz6 a 3. munkalapon.) Valasszuk ki a pozitiv gyokot, s nevezziik w-nek!
Most szeretnénk csak errdl beszélni. )
Vegylik észre, hogy a (¥*) jelzést egyenletbe behelyettesithetjiik 6nmagat az x helyére. Igy

1-+/5
S

é — (Az elso koziliik az aranymetszés egyik szama —

A két kapott gyok:

. . 1 .
olyan egyenletet kapunk, amely ismét igaz lesz w-re: x=1+—1. Ezt ismételgetve

I+—

X
kaphato, hogy w megoldasa végtelen sok hasonld egyenletnek, mely ilyen alaku:
x=1+ !

1
1+
1
1+ 1
I+—

Tekintsiik a kovetkez6 emeletes tortek értékét:
a=1 35 a=1+- Cl3=1-i-L1 ; a, =1+ !
! 1+ 1 14—

Szamologéppel vagy akar az Excel segitségével azt kapjuk, hogy a kapott sorozat egyre

jobban megkozeliti az 1++5 értékét!

c) Vessiik 0ssze a) és a b) pontnal kapott
ecredményt! Egy-egy a++b (a;beZ) alaku
szamot irtunk fel g, +;1 alakban.

1
a, +—

a, +

Az ilyen alaku felirast lanctortnek nevezziik,
és [a1; az; as; ...] jeloléssel jeloljik. Igy pl.:
1++2 = [2; 2;2; 2;...] és

1+\/§
2

= [1; 11 1;...]

Azt vehettiik észre, hogy a két szam lanctort alakja periodikus. Ismert szamelméleti tétel,
hogy a racionalis szamok mind véges lanctortek.
4 1
Példaul: B [2;3,4]=2+——
19 3 1
A
1+—
4
Egy masik tétel szerint a periodikus lanctortek pedig azonosak a masodfoku algebrai
szamokkal, azaz azokkal, amelyek egész egyiitthatoji masodfoku egyenletek gyokei

lehetnek.
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1 461
+7

Példaul az —
6

%+ \/6671 =[L 27,2, 2,725 2, 755251 = [[11[2; 7 ;2]]

szdm gyoke a 2x°-3x-3=0 egyenletnek, s

d) Nemcsak a racionalis ¢s masodfoku algebrai szamok, hanem barmely x pozitiv szam
lanctort alakjat megkaphatjuk, ha a szdm egész részét felirjuk egy papirra, majd a
tortrészének a reciprokat vessziik, majd ennek az egész részét ismét felirjuk, s a

tortrészének reciprokat vessziik stb. Ha ezt az eljarast Szam Lanctdr-jegyek
ismételgetjiik a papirra sorban felirt szamok adjdk az x szam 119 u
lanctort alakjanak elemeit. 2714286 2
Ezen eljaras alapjan készithetiink olyan Excel tablarészt, mely 14 1
kiszamolja egy adott szam lanctort alakjat, csak az a gond, 22'5 ?

hogy az Excel szamabrazolasi pontossaga miatt a legtavolabbi i i
Jegyek pontatlanok lesznek. Racionalis szamokkal kiprobalva 4 = s 4 anrazE 414
azt kapjuk, hogy az Excel egyik lanctortiegy utdn 0-t kellene Fygums FarEp A0S 7T
hogy kapjunk, de az Excel tarolasi pontatlansdga miatt a Faswewnes "wrsoinc 7
kovetkezd 1athato:

M121: Az iménti eljaras alapjan készitsiink olyan Excel tablarészt, amely tiz jegyig
kiszamolja egy szam lanctort alakjat! Egy egésztél valo 107 mértékii eltérést
tekintsiink 0-nak! (Ha egy adat nem értelmes, a helyén alljon 0.)

M122: Az iménti eljaras alapjan készitsiink olyan Excel tablarészt, amely kiszamolja
egy legfeljebb 20 jegyii lanctort értékét! (Ha egy adat nem értelmes, a helyén alljon 0.)
M123: A szakaszok oOsszemérésének eljarasa alapjan készitsiink olyan Excel
tablarészt, amely kiszamolja egy szamlaléval és nevezovel megadott racionalis szam
lanctort alakjat! (Ha egy adat nem értelmes, a helyén alljon 0.)

M124: Egy masodfoka algebrai szam  periodikus linctért  alakja:
[451515105251052;1052;10;52;...]= [[45151]; [1052]]. Mi a szam?

M125: Egy haromjegyii egész szam négyzetgyokének egész részét nem ismerjiik, de a
tizedesvessz6 utani jegyei ezek: ...,49358869 (,,Excel pontossag”). Mely egész szam
négyzetgyokérol lehet sz6?

Triikkos hatvanyok
Figyeljik meg a kovetkezd négyzetre
emelést:

(W7 +3) =7+24347 +3=10+2421

Aki csak a végeredményt latja, nem gondol
rd, hogy egy a++b (a;heZ) alaka
kifejezés négyzete. Pedig az! Ezzel a
mddszerrel lehet tobb nehéznek tiind feladatot
egyszerlien megoldani, példaul a kovetkezot
is:

Szémitsuk ki x pontos értékét: x=v/3 + 242 =5+ 26 + 7+ 43
Megoldas: x = \/(1+\5)2 —\/(ﬁ+\5)2 +\/(ﬁ+2)2 = (1+ﬁ)—(ﬁ+ﬁ)+(ﬁ+2)

3
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Hasonléképpen pl.: (\/5+\/§)3 =24243:2:4/5+3-5-42+5J5 =172 +111/5

Ilyen alakban aztan nehéz felismerni a teljes kobot...

Végiil egy igen nehéznek tind feladat: hatdrozzuk meg az aldbbi x szam tizedesvesszd
utani szazadik szamjegyét!

x=(6++35)"

A megoldas kulcsa, hogy nem ezt a kifejezést vizsgaljuk, hanem a (bonyolultabbnak tiin6)
z=x+y= (6 + \/g)mo + (6 - \/5)100 kifejezést.

A binomialis tétel alapjan:

pelor) <[ o) 6 sl o s o 67

1

+...+[100J.6-(—\E)” +(100J-(—\E)w° :[100)6100 —(I?OJ-6” -\/§+(1(2)0J~698 (V35) -

99 100 0

100} o, 100 9 (100 100
(P o) gy o )+ ) 53
Megfigyelhetd, hogy a két kifejezés paratlan sorszamu tagjai azonosak. A paros sorszamu
tagok egymas ellentettjei, igy az x+y Osszegben kiesnek (algebrai 6sszegiik nulla). A
paratlan sorszamu tagok harom tényezobdl allnak: egy binomialis egyiitthatd, ami egész
szam, a 6-nak egy hatvanya, ami szintén egész, majd a /35 -nek egy paros kitevdjii
hatvénya, ez épp a 35-nek pozitiv egész kitev6s hatvanya, tehat ez is egész. Igy az x+y
Osszeg csupa egész szamok Osszege, tehat z =x+y egész szam.
frjuk fel a (635 ) szdm kozelité érteket! Lathats, hogy 0 < (635 )~ 0,08392 < 0,1.

Emiatt 0 < y = (6 -35 )]00 <0,1'" =0,000....001, ahol az utolsé szam a tizedesvesszé utdn
99 darab nullat tartalmaz. Ebbél x-re a kovetkezoket irhatjuk fel: z—0,1'"" <x=z-y<z.
Az imént elmondottak miatt az egyenldtlenség bal oldalan egy olyan szam all, amely a
tizedesvesszo6 utan 100 darab kilences szamjegyet tartalmaz. A jobb oldalon az ezt kovetd
egész lathato, vagyis x tizedestort alakja a tizedesvesszo utan legalabb 100 darab 9-est kell,
hogy tartalmazzon. Tehat az x szam tizedesvesszo utani szazadik szamjegye egy 9-es.
M126: Szamitsuk ki x pontos értékét: x = 129+ 63/5 — 6315 — 1043 +1/20 1043
M127: Szamitsuk ki y pontos értékét:

y=1/124 - 535 +3/632 219745 +1/763 + 33445

M128: Igazoljuk, hogy a Fibonacci-sorozat (3. munkalap) kovetkezd zart alakjara
teljesiil, hogy minden eleme az el6z6 ketté dsszege!

p_ 1+VE -1 -VE
n - '\/52“

337



M129: Igazoljuk, hogy a Fibonacci-sorozat imént leirt zart alakjara teljesiil, hogy
minden eleme egész!
M130: Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletet:

2_
\/2x+7:xT7
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Transzformacios szerkesztések

Mostanaban kevés szd esik a geometriai szerkesztésekrdl, ritkan talalkozunk szerkesztési
feladatokkal. Az vj tipust kozépiskolai érettségikben eddig
még egyaltalan nem szerepelt szerkesztési feladat. Mondhatni,
méltatlanul, mivel e feladatok Osszefiiggések ismeretét,
gyakran szellemes otleteket feltételeznek, teljesebbé teszik a
geometriai tudast.

E munkalap foképp szerkesztési feladatokkal foglalkozik,

melyeket valamely — vagy akar tobb - geometriai
transzformacio alkalmazasaval lehet megoldani. A szerkesztési
feladatok koordinata-geometriai feladatokként is

megjelenhetnek, 4m a lényegiik ugyanaz...

Transzformdciok és tulajdonsdgok

Elészor olyan fogalmakat és alapveto allitasokat ismertetiink, amelyek az utana kovetkezo
tobbi rész megértését segitik.

Geometriai _transzformacid: Olyan fiiggvény, amelynek értelmezési tartomanya és
értékkészlete is ponthalmaz. Ugy adunk meg egy geometriai transzformaciot, hogy az
értelmezési tartomanya minden pontjahoz megmondjuk, hogy mit rendel a transzformacio.
A transzformacidk szemléltetésére nincs olyan jo mddszer, mint a valos fiiggvények esetén
a koordinata-rendszerben megrajzolt grafikon. Egy transzformaciot gy szemléltetiink,
hogy minden pont képe az eredetivel azonos betijelt, de egy ’ (vesszd) all a betiijel
mogott. Pédaul P pont képét P’-vel jeloljik. A most kdvetkezd transzformaciok mind
sikbeliek, azaz értelmezési tartomanyuk a sik pontjainak halmaza.

1. Tengelyes tiikr6zés: Legyen ¢ egy egyenes a sikon (neve: tengely). Rendeljiik hozza ¢
minden pontjahoz 6nmagat, a sik tobbi P pontjahoz pedig azt a P’ pontot, amelyre igaz,
hogy a PP’ szakasz felezmerolegese ¢.

2. Eltolas: Legyen v egy sikbeli vektor. A sik minden P pontjdhoz rendeljiik hozza azt a
P’ pontot, melyre teljesiil, hogy PP’=v

3. Pont koriili forgatds: Legyen O egy adott sikbeli pont és o egy adott forgasszog.
Rendeljiik hozza O-hoz 6nmagat, a sik tobbi P pontjahoz pedig azt a P’ pontot, melyre
teljesiil, hogy OP=0P’ és POP’forgasszog=a..

4. Kozéppontos tiikrézés: Ha egy pont koriili forgatas szoge 180°+4-360° (ha k€Z), akkor
a transzformaciot kozéppontos tiikrozésnek nevezzik.
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«tengelyes tiikrozés

eltolas 4

<« forgatas 90°-kal

kozéppontos tiikrozés ¢

5. Kozéppontos hasonldsag: Legyen O egy adott sikbeli pont és A egy nem 0 valds szam.
Rendeljitk hozza O-hoz onmagat, a sik tobbi P pontjahoz pedig azt a P’ pontot, melyre
teljesiil, hogy:
e P, O, P’ pontok egy egyenesre esnek

oP'

—=[4]

oP
e Ha 23>0, akkor O nincs rajta a PP’ szakaszon, A<0 esetén O rajta van a PP’ szakaszon.
6. Merdleges affinitds: Legyen adott egy ¢ sikbeli egyenes és egy A nem 0 valds szam.
Rendeljiik hozza ¢ pontjaihoz 6nmagukat, a sik tobbi P pontjahoz pedig azt a P’ pontot,
melyre teljesiil, hogy:
e PP’ szakasz merdleges #-re.

LANpy

Pt
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e Ha 2>0, akkor PP’ szakasznak nincs #-vel k6z9s pontja , A<0 esetén PP’ szakasznak van
t-vel k6z06s pontja

T kozéppontos
hasonldsag
A=1,5

< Merdleges
affinitas, A=1,5

7. Nyiras (parhuzamos affinitas): Legyen adott egy sikbeli iranyitott 7 egyenes, annak
egy irany- és egy normalvektora, és egy A>0 valos szam. Rendeljiik hozza ¢ pontjaihoz
6nmagukat, a sik tobbi P pontjahoz pedig azt a P’ pontot, melyre teljesiil:
e PP’ szakasz parhuzamos #-vel.
[ ] L_P = Z,
Pt s
e Ha P pont -nek a normalvektor irdnyaba es6 félsikjaban van, akkor PP’ egyiranyu az
irdnyvekforral, ha P pont #-nek a normalvektor iranydval ellentétes félsikjdban van,
akkor PP’ ellentétes iranyu az iranyvektorral.
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A N

B B «— nyiras
A=1,5

A transzformadciok tulajdonsdgai

Tengelyes tiikrozés: egyenestarto, szogtartd, aranytarto, tdvolsagtartd, kortljarast forditd.
Fixpontok a tengely pontjai, fixegyenesek a tengelyre merdleges egyenesek és a tengely.
Egy nem fix egyenes ¢s képe a tengelyen metszi egymast.

Eltolas: egyenestartd, szogtartd, aranytarto, tavolsagtarto, iranytartd, kortiljarastarto.
Fixpont nincs, fixegyenesek a v-vel parhuzamos egyenesek.

A nem fix egyenesek parhuzamosak a képiikkel.

Pont koriili forgatds: egyenestartd, szogtartd, aranytartd, tavolsagtartd, koriiljarastarto.
Fixpont az O pont, és ha nem kozéppontos tikrézés, akkor fixegyenese nincs.
Minden egyenes o szoget zar be a képével €s O-ban metszik egymast.

Kozéppontos tiikrozés: egyenestartd, szogtartd, aranytartd, tavolsagtartd, koriiljarastarto.
Fixpont az O  pont, fixegyenesek  az O-n  athalado egyenesek.
A nem fix egyenesek parhuzamosak a képlikkel. Egy vektor és képe ellentettjei
egymasnak.

Kozéppontos  hasonlésdg:  egyenestartd, szogtartd, aranytartd, koriiljarastarto.
Fixpont az O pont, ha A#l, akkor fixegyenesek az O-n athaladdo egyenesek.
A =1esetén helybenhagyas (identités), A =-1esetén egy kozéppontos tikrozés.
Minden egyenes parhuzamos a képével. A vektorokat a A-szorosukba viszi. Minden
szakasz képének hossza |\|-szerese a szakasz hosszanak.

Merdleges affinitds: egyenestartdo, A>1 esetén koriiljarastartd, A<l esetén koriiljarast
fordito. Ha A#1, akkor nem szdgtartd és nem aranytartd. A =1 esetén helybenhagyas
(identitas), A =—1 esetén pedig tengelyes tiikkrozés.

Fixpontok a tengely pontjai, fixegyenesek a tengelyre merdleges egyenesek és a tengely.
Egy nem fix és tengellyel nem parhuzamos egyenes és képe a tengelyen metszi egymast.
Egymassal parhuzamos szakaszok és képeik aranya egyenld.
Minden kor képe ellipszis, melynek egyik tengelye parhuzamos az affinitasi tengellyel,
hossza az eredeti kor &tméréje a masik tengely pedig annak |A|-szerese.

Nyirds: egyenestartd, koriiljarastartd Nem  szogtartd és nem  aranytarto.
Fixpontok a tengely pontjai, fixegyenesek a tengellyel parhuzamos egyenesek és a tengely.
Egy nem  fix egyenes ¢és képe a  tengelyen metszi  egymast.
Egymassal parhuzamos szakaszok és képeik aranya egyenld. Minden kor képe ellipszis.
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M131: Készits olyan Excel tiblazatot, amely a fentebbi Abrikat diagramként
elkésziti!

A t tengely mindeniitt az x tengely, az O pont az origdé és a=90°. Viszont az eredeti
haromszog, a A és a v valtoztathato! Mintaként itt a készitendé tablazat fényképe:

Eredeti haromszigTengelyes tikrizé Eltolds Elforgatis Kizéppontos tikrizégizéppontos hasunlu’se’ll merdleges afinitas| Merdleges afinitds

t= utengely vi5# alfa= 40 O=origd O=ntigh t= xtengely t= xtengely
5 -1 O=0rigd larmbda= 15 lambda= 1,5 lambda= 1,5

b ¥ LS ¥ s ¥ ¥ y s i s i s ¥ bs i

7 2 7 2 12 1 2 -7 -7 -2 10,5 3 7 3 10 2

3 5 3 5 [ 4 5 3 3 5 45 75 3 7.5 10,5 5

g 7 g 7 13 1 7 -8 -8 -7 12 105 g 10,5 1845 7

7 2 7 2 12 1 2 -7 -7 -2 10,8 3 7 3 10 2

eltolés & [ koedpp. tikrf Kozépp. i3 |
[+ [ Makzatck= S % T A dl & @l a8y v Av==F @ @&
M132: Igazold, hogy a merdleges affinitis és a nyiras egyenestarté! Ehhez elég

igazolni, hogy barmely harom egy egyenesen levoé (kollinearis) pont képe egy
egyenesen van.

A most ismertetett transzformacidkat fogjuk szerkesztési feladatok megoldasara
felhasznalni.

Szerkesztési feladatok:

1. feladat Adott a sikon egy AC
szakasz, egy k kor és egy e egyenes.
Szerkessziink ABCD deltoidot,
amelynek AC a szimmetriaatldja, Bek
és Deel!

Megoldas: Ha D pontot tiikr6zziik az AC
egyenesére, akkor a B pontba keriil,
azaz rakeril a korre. Tikrozzik az
egész egyenest az AC egyenesére, s a
kapott e’ képegyenes korre esé pontja(i)
a B pont lehetséges helye. 0, 1 vagy 2
megoldas van, attol fiiggéen, hogy az
egyenes képének hany kozos pontja van
a korrel.

2. feladat Adott a sikon egy A pont,
egy e és egy f egyenes. Szerkessziink
olyan négyzetet, amelynek A az egyik cslcsa, az A-
val szomszédos két csucsa pedig rajta van egy-egy
adott egyenesen, azaz Dee és Bef.

Megoldas: Ha B pontot elforgatjuk A pont kortil 90°-
kal, akkor a D pontba keriil, azaz rakeriil az e
egyenesre. Forgassuk az egész f egyenest A koriil
90°-kal, a kapott /* képegyenes e-re esO pontja a D
pont lehetséges helye. 0 vagy 1 megoldas van, attdl
figgden, metszi-e az f° egyenes az e-t vagy
parhuzamos vele.

343



(Hogyan forgatunk el egy egyenest egy pont koriil? Elforgatiuk két pontjat, s mivel az

elforgatas egyenestarto, ezert a képpontokon datmend egyenes lesz az egyenes képe.)

3.feladat  Adott a koordinatasikon harom pont: A(S; 2), P(16;9) és Q(10; 7). Az A pont
egy négyzet csucsa, P pont a CB oldalegyenes egy pontja, Q pedig a CD oldalegyenes
egy pontja. Szamitsuk ki a négyzet csticsainak koordinatait!

Megoldas: Az alapétlet, hogy az A pont koriil 90°-kal elforgatva CB oldalegyenes képe a
CD oldalegyenes lesz. Tehat P pontot az A pont koriil 90°-kal elforgatva P’Q egyenes
azqnos CD oldalegyenessel, Innen mar konnyli a szamolds. Részlgtezve a szamolast:
AP(11; 7), elforgatva: AP’(-7; 11), eltolva A-ba: P’(-2; 13). P’Q(12; —6)=v. , azaz
n.(6;12), egyszeriibb vektorral: n’.(1; 2). Igy e egyenlete: x+2y=24 (Ez a CD
oldalegyenes egyenlete). Bocsassunk merdlegest A-bdl e-re: fi 2x—y=8. enf=D(8; 8). AD
vektor elforgatasa ¢s visszatolasa adja a B(11; —1) és a C(14; 5) csticsokat.

14 |
o
L ]
10 |
P
L ]
8 oF
!
L ]
B_
e
4_
2 .A
8]
|-2 o I2 |4 IB IEI I10 I‘|2 I‘14 I‘IB
4. feladat  Adott a sikon egy A pont, és egy k kor.
Q Szerkessziink olyan A-n athaladd szel6t a korhoz,
amelynek a korrel valdo metszéspontjai P és Q, és
AP=PQ teljesiil!
P Megoldas:
Ha A
kozéppontu,
« A=2 aranyu
k A kozép- K

pontos hasonldsagot alkalmazunk, akkor ez a
transzformacié P-t éppen Q-ba viszi. Tehat ha
a korre végezziik el a transzformacidt, akkor
k’ és k metszéspontja épp a Q pont lesz. A
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5.feladat Adott a sikon egy A pont, egy e egyenes és egy k kor. Szerkessziink olyan
négyzetet, amelynek A az egyik csticsa, az A-val szomszédos B csticsa rajta van az adott
e egyenesen, az A-val szemkézti C csucs pedig rajta van a k koron!

Megoldas: Ha alkalmazunk egy A pont koriili 45°-os elforgatast, majd utdna egy A

kozépponta, A = V2 aranyu kozéppontos hasonldsagot, akkor az B-t éppen C-be viszi.
Tehat ha az e egyenesre végezziik el a transzformacidt, akkor e’ és k metszéspontja épp a

C pont lesz. (Segitség a A=A2 aranyu kozéppontos hasonldsag szerkesztéséhez:

barmely x szakasz 2 -szorose ugy szerkeszthetd, hogy egy x oldali négyzetet
szerkesztiink, s annak atlgjat tekintjiik.)

6. feladat Adott a sikon
egy e egy f ¢s egy g
egyenes. Szerkessziink
olyan szabalyos
haromszoget,  amelynek
AB oldalegyenese e, a
haromszég S sulypontja
rajta van az f'egyenesen, az
e-vel szemkozti C csucs
pedig rajta van a g
egyenesen!

Megoldas: Ha e tengelyl, _
A=3 aranyu merdleges A B &
affinitast alkalmazunk,
akkor ez a transzformaci6 S-et éppen C-be viszi (a stlypont a sulyvonal
harmadoldpontja.). Tehat ha az f egyenesre végezziik el a transzformacidt, akkor f” és g
metszéspontja épp a C pont lesz. C-b6l merdlegest bocsatunk e-re, majd erre mindkét
oldalon a C pontnal 30°-ot felmériink, e két félegyenes kimetszi az A és a B csucsokat.

7. feladat  Adott a sikon egy e, egy fés egy g
g egyenes.  Szerkessziink  olyan  négyzetet,
amelynek e az AB oldalegyenese, a vele

D C szemkozti két csucsa pedig rajta van az f és g

I egyenesen (Cef és Deg)!

Megoldas: Ha e tengelyli, A=1 aranyd nyirast

alkalmazunk, akkor ez a transzformaciéo C-t

éppen D-be viszi. Tehat ha az f egyenesre

végezzilk el a transzformacidt, akkor f” és g

metszéspontja épp a D pont lesz. Ezutan ha

mero6legest bocsatunk D-bol e-re, ez kimetszi B-t,

igy megvan egy oldal, ebbdl mar egyszerlien

& A B

kaphat6 az A és D csucs.
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Tovabbi feladatok:

M133: Adott a sikon hirom parhuzamos egyenes. Szerkessziink olyan szabalyos
haromszoget, amelynek csiucsai az adott hiarom egyenesen vannak (mindegyik
egyenesen egy csucs)!

M134: Adott a sikon két koncentrikus kor. Szerkessziink olyan e egyenest, amely
mindkét kort metszi, s ha az egyenesen ez a négy metszéspont rendre P, Q, R, S, akkor
ezekre PQ=RS=2QR teljesiil!

M135: Adott P(5; 8), Q(7; —8), R(17; 3), és S(—3;—6) rendre egy négyzet négy (AB, BC,
CD, DA) oldalegyenesén levé egy-egy pont. Hatarozzuk meg a négyzet csucsait!
M136: Adott a sikon egy A és egy B pont, tovabba két kor (k; és k), ahol A és B egy
paralelogramma két szomszédos csuicsa, a C csucs rajta van a kq, D csiics pedig a k;
koron. Szerkeszd meg a paralelogrammat!

M137: Adott a sikon egy A és egy C pont, tovabba két kor (k; és k;), ahol A és C egy
paralelogramma két szemkozti csiicsa, a B csuics rajta van a k;, D csiics pedig a k;
koron. Szerkeszd meg a paralelogrammat!

M138: Adott a sikon egy e , egy f és egy g egyenes. Tudjuk, hogy egy ABC szabalyos
haromszog A és B csucsa illeszkedik az e egyenesre, a BC oldal felezépontja
illeszkedik az f egyenesre, mig az AC oldal felezopontja illeszkedik a g egyenesre.
Szerkeszd meg a haromszoget!

M139: Adott a sikon egy ABCD rombusz, melynek két atldja egy ellipszis két tengelye.
Adott tovabba egy e egyenes, amely metszi a rombuszt. Szerkeszd meg az e egyenes és
az ellipszis metszéspontjait!

M130: Adott egy ,,a” és egy ,,8” szakasz, tovabba egy o szog. Szerkessziink olyan
haromszoget, melynek egyik oldala ,,a” hossziisagi, a vele szemkozti szog a, ,,s” pedig
az ,,a” szakasz egyik végpontjabol indulé silyvonal hosszat adja!
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Ot kis matematikai kutatas

Itt 6t olyan feladatot talalsz, melyek 6nalldé munkara adnak lehetéséget. Minden feladat
koriilhatarol egy matematikai teriiletet, s e teriileten beliil a kreativitdisodon mulik, hogy
milyen eredményeket kapsz.

Hogy milyen messzire jutsz el e feladatokkal, sokban azon mulik, tudsz-e Onalléan
kérdéseket feltenni, mert az altalad feltett kérdéseket kell megvalaszolnod! Néhany kérdés-
mintat adok az egyes témakorokhoz, de ugyanolyan értékesek azok a valaszok is, amelyek
nem a megadott minta-kérdésekre valaszolnak, hanem mas problémakkal foglalkoznak az
adott témarészen beliil.

Nézd at ilyen szemmel az eddigi munkalapokat, megmutatjak, hogyan érdemes kérdezni
egy matematikai teriileten beliil!

Feltehetsz ,.értelmes” kérdéseket egy témaban, akkor is, ha nem tudod oket teljesen
megvalaszolni!

E témak tobb munkat feltételeznek, mint a tobbi munkalap egy-egy feladatmegoldasa.

K1: Pitagoraszi szimharmasok geometriai kapcsolata
Vizsgalddjunk az egész oldalhosszusagl derékszogi haromszogekben!

Mekkorak lehetnek a hegyesszogeik? é
Tetszbleges kozelséggel megkozelithetik példaul a 90°-ot? e
Vagy a 45°o0t? Lehet-e egész mds adatuk (pl.: az dtfogéhoz tartozé et
magassdag) is? +

K2: Bontas egyenld teriiletii hdiromszogekre
Ha egy ABC haromszog belsejében levd P pontot minden csuccsal

Osszekotiink, harom kisebb haromszogre bontjuk az eredeti haromszoget. (ABP, BCP,
CAP haromszogek.)

Ugyanezt konvex négyszogekkel vagy még tobb oldali konvex sokszogekkel is
megtehetjiik.

Vizsgald meg, hogyan kell gy felvenni a P pontot, hogy a keletkezett kis hdaromszdgek
kozott  bizonyosaknak (megfelelé  kettének, megfeleld hdaromnak, esetleg mindnek...)
egyenld legyen a teriiletiik!

Vizsgalj meg specidalis négyszogeket a megfeleld P pont létezése szempontjabol!

K3: Egész koordinataju pontok a kockas fiizet krein

A kisméretli kockas flizetben levd négyzetracs egy oldala széltében 27 teljes négyzetet,
hosszaban 40 teljes négyzetet tartalmaz. Ha koordinata-rendszert vesziink fel egy ilyen
fiizetben, akkor egy koordinata-egységnek altalaban egy ilyen négyzetoldalt vesziink.
Mekkora annak a kornek a sugara, amely a leheté legtobb rdcspontot tartalmazza a
keriiletén? Hdany rdcspont lehet egyaltalan egy ilyen fiizet egy lapjara rajzolt kor
keriileten? Tudunk-e valamilyen modszerrel a keriiletiikon minél t6bb racspontot
tartalmazo koroket megadni?

Megjegyzés: E témdahoz kapcsolédik Freud Robert — Gyarmati Edit: Szamelmélet cimii
konyvének 7.5. fejezete. (Nemzeti Tankonyvkiado Rt. Budapest, 2000. 304. oldal)

K4: ,,Harmonikus” sorozatok

Kozismert a szamtani sorozatoknak az a
tulajdonsaga, hogy a masodiktél kezdve
minden elem az elétte és az utana kovetkezd
elem atlaga, azaz szamtani kozepe.

A mértani sorozatokra egy kis megszoritast
kell tenni, hogy hasonlé allitdst mondjunk ki,
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csak a pozitiv elemekbdl all6 mértani sorozatokra igaz hasonld allitas: a masodiktol kezdve
minden elem az eldtte és az utana kovetkezd elem mértani kdzepe.

A megszoritas azért kellett, mert a mértani kozép fogalma csak pozitiv szamok esetére van
értelmezve. Felvetddhet a kérdés: nem lehetne ugyanezt masféle kozépértékkel is
helyettesiteni? Igy wjabb fajta sorozatokat kaphatunk.

fme a harmonikus kézép fogalma:

Ha ay, ay, ... a, pozitiv szamok, akkor harmonikus kézepiiknek nevezziik a

-1 -1 -\
1 a, +a, +..+a .,
H(a;ay, a,)= 1 = ! 2 p 2 mennyiséget.
—t et —
a, a a,
n

Fentiek mintajara azt mondhatjuk, hogy egy sorozatot ,,harmonikus” sorozatnak neveziink,
ha minden eleme pozitiv és a masodiktdl kezdve minden elem az elétte és az utana
kovetkezd elem harmonikus kozepe.

Végezz vizsgdlatokat a harmonikus sorozatok korében! Probdlj minél tobbféle kérdést
megfogalmazni és megvdlaszolni! (Segitd tippek: rekurziv és dltaldnos képlet az n. elemre,
monotonitds, egész, raciondlis és irracionalis elemek a sorozatban, geometriai szemléltetés
a fenti trapéz abraja alapjan stb.)

KS: Euklidész: Elemek

A konyvnyomtatas feltaldlasa ota kevés olyan konyv akad, mely |

oly sok kiadasban latott volna napvilagot, mint Euklidész Elemei. Fnlicz
Az iddszamitasunk eldtt 300 koriil keletkezett miiben koranak AR TR
matematikai ismereteit gyujti 6ssze az okori szerz6. Sok helyen
nehézkes nyelvezetli vagy talsdgosan aprolékosnak tinik a

targyalasméodja. Meglepd azonban, hogy a mai koézépiskolai rlﬂ
matematika mennyi tételt, definiciot, mennyi bizonyitast atvett

tdle.

Keressiink kapcsolatokat — a teljesség igénye nélkiil — Euklidész | ey

matematikdja és a mai magyar kozépiskolai tananyag kozt!
(Az dsszehasonlitashoz akdr egy haszndlatban levé matematika tankonyv is alapul
szolgalhat.)

348



